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1. Эквипотенциаль энергии системы
точечных зарядов

Рассмотрим конечное число различных
точек комплексной плоскости zj , называе-
мых в дальнейшем зарядами, и набор поло-
жительных действительных чисел cj , назы-
ваемых интенсивностями (j = 1, 2, . . . , n).

Потенциальная энергия системы зарядов
zj с интенсивностями cj имеет вид

U(z) :=
n∑
j=1

cj ln |z − zj | = ln |πn(z)| ,

где

πn(z) :=
n∏
j=1

(z − zj)cj . (1.1)

Обозначим

S(πn, B) := {z : |πn(z)| = B} (1.2)

эквипотенциаль энергии U(z) отвечающую
уровню ln(B).

В случае, если cj натуральные числа, то
πn(z) — комплексный алгебраический поли-
ном с n различными нулями zj степени

α =

n∑
j=1

cj , (1.3)

и тогда S(πn, B) — классическая лемнис-
ката [1]. В общем случае πn(z) допус-
кает неалгебраические особенности, тогда

S(πn, lnB) — трансцендентная многофокус-
ная лемниската, которую далее будем назы-
вать эквипотенциалью энергии.

Обозначим через Ω множество критиче-
ских значений функции πn(z)

Ω =

{
z :

d

dz
πn(z) = 0

}
,

и пусть
B2 := max

z∈Ω
|πn(z)| ,

тогда, если B > B2, то S(πn, B) ограничивает
односвязную область Q, которой принадле-
жат все точки zj [2]. Далее для эквипотенци-
али S(πn, B) будем предполагать выполнение
условия B > B2.

Множество зарядов zj и соответству-
ющих им интенсивностей cj , определяю-
щее эквипотенциаль S(πn, B), единственно.
Действительно, предположим противное, то
есть, что существует другой набор зарядов z̃i,
принадлежащих области Q, и соответствую-
щий набор положительных интенсивностей
c̃i (i = 1, 2, . . . , ñ), таких что для функции

π̃n(z) :=

ñ∏
i=1

(z − z̃i)c̃i

выполняется

S(πn, B) = S(π̃n, B̃).

Рассмотрим разность

F (z) = ln |πn(z)| − ln |π̃n(z)| =
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=
n∑
j=1

cj ln |z − zj | −
ñ∑
i=1

c̃i ln |z − z̃i| ,

для которой по построению должно выпол-
няться

F (z) = B − B̃, z ∈ S.
Поскольку в линейной комбинации лога-

рифмов F (z) имеются члены разных знаков,
то множество S не может ограничивать од-
носвязную область. Действительно, предпо-
ложим противное, тогда в области Q суще-
ствует непрерывный путь, соединяющий, на-
пример, точки z1 и z̃1. Функция

F (z) = c1 ln |z − z1| − c̃1 ln |z − z̃1|+

+
n∑
j=2

cj ln |z − zj | −
ñ∑
i=2

c̃i ln |z − z̃i| ,

при z → z1 стремится к −∞, а при z → z̃1 —
к +∞, тогда в силу непрерывности её на

C\
(
{zj}nj=1 ∪ {z̃i}

ñ
i=1

)
,

она принимает любое действительное значе-
ние, в том числе и значение B − B̃, значит,
существует точка ξ на пути от z1 к z̃1 такая,
что F (ξ) = B − B̃ и, следовательно, ξ при-
надлежит S, что приводит к противоречию.
Таким образом, множество зарядов zj и со-
ответствующих им интенсивностей cj , опре-
деляющее множество S(πn, B), единственно.

2. Интегральное представление
потенциальной энергии

Сформулируем в необходимом виде
утверждение, данное в работе [2], и дадим
новое более простое доказательство, не тре-
бующее использования понятия обобщенной
функции.

Лемма 1. Пусть

U(z) = ln |πn(z)| ,

где πn(z) и S(πn, B) определены равенствами
(1.1) и (1.2), тогда справедливо интегральное
соотношение

B = U(z) =

=
1

2π

∫
S

∂

∂n
U(ζ) ln |z − ζ| dSζ , (2.1)

z ∈ S.

где ∂
∂n — производная по направлению внеш-

ней нормали.
Доказательство. Пусть эквипотенци-

аль S ограничивает область Q. Рас-
смотрим известное интегральное пред-
ставление [3], справедливое для функции
f ∈ C2(Q) ∩ C1(Q) и гладкой границы S

αf(x) =

∫
Q

∆f(ζ) ln |x− ζ| dζ+

+

∫
S
f(ζ)

∂

∂nζ
ln |x− ζ| dSζ−

−
∫
S

∂

∂nζ
f(ζ) ln |x− ζ| dSζ , (2.2)

где α = 2π при x ∈ Q и α = π при x ∈ S.
Зафиксируем точку w ∈ C\Q и рассмот-

рим представление (2.2) для гармонической
в Q функции f(x) = ln |w − x|

ln |w − x| =

=
1

2π

∫
S

ln |w − ζ| ∂

∂nζ
ln |x− ζ| dSζ−

− 1

2π

∫
S

∂

∂nζ
ln |w − ζ| ln |x− ζ| dSζ , (2.3)

x ∈ Q.
Рассмотрим выражение (2.3) в точках

x = zj ∈ Q. Умножим каждое полученное
выражение на соответствующее cj и просум-
мируем

n∑
j=1

cj ln |w − zj | =

=
1

2π

n∑
j=1

cj

∫
S

ln |w − ζ| ∂

∂nζ
ln |zj − ζ| dSζ−

− 1

2π

n∑
j=1

cj

∫
S

∂

∂nζ
ln |w − ζ| ln |zj − ζ| dSζ .

Внося сумму под знак интеграла и используя
обозначения леммы, имеем

U(w) =
1

2π

∫
S

∂

∂nζ
U(ζ) ln |w − ζ| dSζ−

− 1

2π

∫
S
U(ζ)

∂

∂nζ
ln |w − ζ| dSζ , (2.4)

w ∈ C\Q.
Для доказательства леммы достаточно

показать, что второй интеграл в выражении
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(2.4) при переходе на границу S обращается
в ноль.

Действительно, используя свойство по-
тенциала двойного слоя

lim
w→z∈S

1

2π

∫
S
U(ζ)

∂

∂nζ
ln |w − ζ| dSζ =

= −1

2
U(z) +

1

2π

∫
S
U(ζ)

∂

∂nζ
ln |z − ζ| dSζ ,

z ∈ S,

и условие леммы

U(z) = B, z ∈ S,

получаем

lim
w→z∈S

1

2π

∫
S
U(ζ)

∂

∂nζ
ln |w − ζ| dSζ =

= −B
2

+
B

2π

∫
S

∂

∂nζ
ln |z − ζ| dSζ = 0,

z ∈ S,

поскольку

1

2π

∫
S

∂

∂nζ
ln |z − ζ| dSζ =

1

2
, z ∈ S.

Лемма доказана. �

3. Плотность и константа Робена
эквипотенциали

Пусть L — гладкая кривая, ограничиваю-
щая односвязную область D. Потенциал про-
стого слоя, определённый на L,

R(z) =

∫
L
ϕL(ζ) ln |z − ζ| dLζ , (3.1)

для которого выполняется условие

R(z)|L = RL ≡ const, (3.2)

называется потенциалом Робена [3] или рав-
новесным потенциалом [4].

Если выполнено условие нормировки∫
L
ϕL(ζ)dLζ = 1, (3.3)

то непрерывная функция ϕL, удовлетворяю-
щая условиям (3.1) и (3.2), единственна [3,4].
Функцию ϕL и константу RL для кривой L,

удовлетворяющие условиям (3.1)–(3.3), назы-
вают соответственно плотностью и посто-
янной Робена.

Утверждение 1. Пусть

U(z) = ln |πn(z)| ,

где πn(z) и S(πn, B) определены равенства-
ми (1.1) и (1.2), тогда плотность потенциала
Робена для эквипотенциали S равна

ϕS(z) =
1

2πα

∂

∂n
U(z), (3.4)

где α определена (1.3).
Доказательство. Для начала покажем

выполнение условия (3.3). Действительно,
поскольку для любого z = zj ∈ Q выпол-
няется [3] ∫

S

∂

∂n
ln |z − ζ| dSζ = 2π,

то, интегрируя равенство (3.4), имеем∫
S
ϕS(ζ)dSζ =

=
1

2πα

n∑
j=1

cj

∫
S

∂

∂n
ln |z − zj | dSζ =

=
1

α

n∑
j=1

cj = 1.

Рассмотрим выражение

R(z) =

∫
S

1

2πα

∂

∂n
U(ζ) ln |z − ζ| dSζ .

По лемме 1 на S справедливо соотношение

1

2π

∫
S

∂

∂n
U(ζ) ln |z − ζ| dSζ = U(z).

Поскольку U(z) = B на S, то R(z) ≡ const
при z ∈ S, условие (3.2) выполняется, таким
образом, функция, определённая равенством
(3.4), является плотностью потенциала Робе-
на для S. Утверждение доказано. �

Утверждение 2. Пусть

U(z) = ln |πn(z)| ,

где πn(z) и S(πn, B) определены равенства-
ми (1.1) и (1.2), тогда константа Робена для
эквипотенциали S равна

RS =
B

α
,

где α определена (1.3).
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Доказательство. По лемме 1 на S спра-
ведливо интегральное соотношение (2.1).
Разделим его на α, получим

B

α
=

1

α

1

2π

∫
S

∂

∂n
U(ζ) ln |z − ζ| dSζ .

Согласно утверждению 1, выражение

1

2πα

∂

∂n
U(ζ)

есть плотность Робена для S. Таким образом,
интеграл справа — потенциал Робена. По-
скольку интегральное соотношение выполня-
ется на S, то константа слева является кон-
стантой Робена, так что RS = B

α . Утвержде-
ние доказано. �

4. Емкость компакта

Пусть D — ограниченная область на ком-
плексной плоскости, её граница L = ∂D —
ограниченное замкнутое множество, так что
K = D ∪ L — плоский компакт. Обозначим
M(K) — множество всех конечных неотрица-
тельных нормированных зарядов на K (мно-
жество вероятностных мер), то есть веще-
ственных σ-аддитивных функций µ, опреде-
лённых на борелевских подмножествах ком-
пакта K таких, что µ > 0 и µ(K) = 1.

Интеграл

I(µ) =

∫
K2

ln |x− y| dµ(x)dµ(y)

называется энергией меры µ. Поскольку
функция ln |x− y| ограничена сверху при
x, y ∈ K, то интеграл всегда имеет смысл,
хотя может принимать значение минус бес-
конечности [4].

Рассмотрим экстремальную задачу.
Задача V1. Найти

EK = inf I(µ) : µ ∈M(K)

и минимизирующие меры µ̄, на которых этот
infimum достигается.

Относительно решения задачи V1 спра-
ведливо утверждение [5]: если EK > −∞, то
минимизирующая мера µ̄ существует и един-
ственна.

Постоянную EK = I(µ̄) называют энерги-
ей компакта K. Логарифмической емкостью
компакта K называется число [4]

cap(K) := exp(EK). (4.1)

Ограничимся случаем гладкой границы
(L ∈ C1+λ, λ-показатель Ляпунова [3]). Для
dµ = ρ dx (ρ — суммируемая функция, dx —
мера Лебега) интеграл энергии запишется в
виде

I(ρ) =

∫
D×D

ln |x− y| ρ(x)ρ(y)dxdy,

и соответствующая экстремальная задача
для I(ρ) примет следующий вид

Задача V2. Найти

EK = inf I(ρ) :

ρ ∈ C2(D) ∩ C1(D), 〈ρ〉 = 1, (4.2)

минимизирующую функцию ρ̄, на которой
этот infimum достигается

〈ρ〉 =

∫
D
ρ(x)dx.

Покажем, что экстремальное значение
интеграла энергии EK = inf I(ρ̄) равно кон-
станте Робена RL (3.2), то есть

EK = RL,

если L = ∂K.
Рассмотрим в области D краевую задачу

для бигармонического уравнения

∆2U(z) = 0, z ∈ D,

U(z)|L = 0,

∂

∂n
U(z)

∣∣∣∣
L

= ϕL(z),

где ϕL(z) — плотность потенциала Робена
для кривой L.

Согласно интегральному представлению
функции [3], с учётом граничного условия
U(z) = 0 решение задачи представляется в
виде

U(z) =

∫
D

∆U(y) ln |z − y| dy−

−
∫
L
ϕL(y) ln |z − y| dLy, z ∈ Q.

Переходя на границу, получим

0 =

∫
D

∆U(y) ln |z − y| dy−

−
∫
L
ϕL(y) ln |z − y| dLy, z ∈ L.
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Интеграл справа — потенциал Робена для
кривой L, так что∫

D
∆U(y) ln |z − y| dy = RL, z ∈ D. (4.3)

В силу единственности решения U(z) кра-
евой задачи бигармонического уравнения с
заданными краевыми условиями константа
RL, для которой выполняется условие (4.3),
единственна. Обозначим ρ̄ = ∆U . Ввиду из-
вестного равенства [3]∫

D
∆U(y)dy =

∫
L

∂

∂n
U(y)dLy,

получаем∫
D
ρ̄(y)dy =

∫
L
ϕL(y)dLy = 1. (4.4)

Из свойств логарифмического потенциа-
ла [4] следует неравенство∫

D
ρ̄(y) ln |z − y| dy > RL, z ∈ C. (4.5)

Из симметрии ядра E(x, y) = ln |x− y| и
теоремы Фубини получаем

I(ρ) =

∫
D

[∫
D

ln |x− y| ρ(y)dy

]
ρ(x)dx,

тогда с учётом (4.4) и (4.5) окончательно име-
ем

EK = I(ρ̄) = RL.

Отсюда, в частности, получаем известное
равенство емкости компакта K и его грани-
цы ∂K

cap(K) = cap(∂K). (4.6)

5. Емкость эквипотенциали энергии
системы точечных зарядов

Пусть
U(z) = ln |πn(z)| ,

где

πn(z) :=

n∏
j=1

(z − zj)cj .

Теорема 1. Если S — эквипотенциаль
энергии системы точечных зарядов, то есть

|πn(z)| = |z − z1|c1 |z − z2|c2 . . . |z − zn|cn = B,

z ∈ S,

то
cap(S) = B

1
α , (5.1)

где

α =
n∑
j=1

cj .

Доказательство. Действительно, по-
скольку функции πn и U связаны соотно-
шением U(z) = ln |πn(z)|, то лемниската S
является эквипотенциалью энергии U с со-
ответствующей константой ln(B).

Согласно утверждению 2, постоянная Ро-
бена RS для эквипотенциали S есть

RS =
1

α
ln(B).

С учётом равенств (4.1) и (4.6) логариф-
мическая емкость cap(S) и постоянная Робе-
на RS связаны соотношением

cap(S) = exp(RS),

откуда следует требуемое равенство (5.1).
Теорема доказана. �

Замечание 1. В частном случае, если
кратности cj — натуральные числа, то функ-
ция πn(z) — алгебраический полином нату-
ральной степени α, а теорема 1 в точности
составляет содержание следствия известной
теоремы Фекете о емкости образа (трансфи-
нитном диаметре) ограниченного замкнутого
множества [6, стр. 291].
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