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Abstract: The contact problem for harmonic oscillating punch on the surface of non-
homogenous heterogeneal foundation is considered. The foundation consists of visco-elastic,
porous, liquid layers. The contact problems reduced to the system of dual integral equation,
solved with method of orthogonal polynomials. In the numerical study the dependencies contact
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Введение

Динамические воздействия массивных
объектов на пористоупругие основания мо-
делируются контактными задачами, кото-
рые привлекают неизменный интерес иссле-
дователей. Это объясняется многочисленны-
ми приложениями в сейсморазведке, геофи-
зике, строительстве [1–4]. Для однородно-
го насыщенного пористоупругого полупро-
странства контактная задача рассматрива-
лась в [1,3,4]. Наименее изученными в насто-
ящее время являются вопросы влияния неод-
нородности слоистой пористой среды, ее во-
донасыщенности на распределение контакт-
ных напряжений. Наиболее широкое приме-
нение нашла модель пористоупругой среды
М. Био [5]. Этот вариант среды описывает
процессы во многих встречающихся в приро-
де горных породах, грунтовых средах. В ра-
боте [6] приведены механические характери-
стики одиннадцати различных типов грунто-
вых сред, определенных экспериментально, с
учетом обводненности и водонасыщенности,
что позволяет с большой точностью модели-
ровать в рамках модели Био динамические
процессы в реальных, в том числе, грунто-
вых средах.

1. Постановка задачи

Рассматриваются гармонические колеба-
ния непроницаемого прямоугольного штам-
па, расположенного на поверхности неодно-
родного основания, представляющего собой
пакет вязкоупругих, пористоупругих, слоев,
лежащих на слое жидкости. Заглубленный
слой идеальной жидкости покоится на неде-
формируемом основании. В декартовой си-
стеме координат пакет из n − 1 вязкоупру-
гих и пористоупругих слоев и жидкий слой
соответственно занимают области

−∞ < x <∞,−∞ < y <∞,
0 6 z 6 h1, h1 6 z 6 h2, . . . ,

hn−2 6 z 6 hn−1,

(1.1)

−∞ < x <∞,−∞ < y <∞,
hn−1 6 z 6 hn.

На лицевой поверхности слоистой среды рас-
положен прямоугольный штамп массой M ,
колеблющийся под действием приложенной
к нему силы Pe−iωt. Штамп контактирует с
лицевой поверхностью по области

z = 0, −a 6 x 6 a,−b 6 y 6 b.
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Вне штампа лицевая поверхность основания
не нагружена.

Перемещения гетерогенной среды, состо-
ящей из упругого скелета и пор, заполненных
смесью вязкой жидкости и газа, определяют-
ся уравнениями Био-Френкеля [5]

ρ11
∂2ui
∂t2

+ ρ12
∂2vi
∂t2

+

+ b

(
∂ui
∂t
− ∂vi

∂t

)
= σsij,i, (1.2)

ρ12
∂2ui
∂t2

+ ρ22
∂2vi
∂t2
− b

(
∂ui
∂t
− ∂vi

∂t

)
= σfi ,

i = 1, 2, 3.

Здесь ui(x, y, z, t), vi(x, y, z, t), i = 1, 2, 3 —
компоненты векторов перемещений твердой
фазы и флюида.

В предположении линейности и изотроп-
ности пористой твердой фазы закон Гу-
ка для пористо-упругой насыщенной жидко-
стью среды имеет вид

σsij = Aeδij + 2Neij +Qεδij ,

σf = Qe+Rε,

e = divu, ε = divv,

Γij = σsij + δijσ
f .

(1.3)

Γij — тензор полных напряжений, eij и εij —
тензоры деформации твердой фазы и флюи-
да; δij — символ Кронекера, δii = 1, δij = 0,
i 6= j, b = ηm2/ko, A, N , Q, R — механиче-
ские постоянные гетерогенной среды, их вы-
ражение через модули объемного сжатия со-
ставляющих сред приведено в [6], ρij — эф-
фективные плотности, коэффициент b зави-
сит от пористости среды m, коэффициента
вязкости жидкости и проницаемости среды,
степени аэрации жидкости.

Соотношения (1.1)–(1.3) записаны в без-
размерном виде, линейные величины от-
несены к характерной единице длины,
напряжения — к обобщенному модулю
H = A+ 2N +Q+R.

Вектор перемещений в заглублен-
ном жидком слое w(x, y, z, t) и давление
p0(x, y, z, t) выражаются известным обра-
зом через волновой потенциал, на нижней
границе жидкого слоя и недеформируемого
основания нормальные перемещения равны
нулю.

В области контакта гетерогенные слои
непроницаемы, и выполняются условия ра-
венства перемещений и напряжений в упру-
гих скелетах, равенство нулю относительной
скорости жидкой и упругих фаз.

На границе жидкости и гетерогенной сре-
ды при z = hn−1 предполагается свободная
фильтрация жидкости через границу, при
этом в пористой среде отсутствуют касатель-
ные напряжения, нормальные напряжения в
пористой среде равны давлению в жидкости,
движение жидкости непрерывно.

Силы трения между непроницаемым
штампом и поверхностью основания отсут-
ствуют, вне штампа напряжения и давление
в жидкости равны нулю. На границе среды
под штампом имеют место условия

u3(x, y, t) = f(x, y)e−iωt,

u3(x, y, t) = v3(x, y, t),

(x, y) ∈ Ω,Ω : |x| 6 a, |y| 6 b.

(1.4)

Замыкают постановку задачи условия излу-
чения волн на бесконечность [7]. Требуется
найти распределение контактных нормаль-
ных напряжений под штампом, а также связь
между воздействующей силой P и осадкой
штампа.

2. Решение задачи о колебаниях
штампа на неоднородном основании

Применением преобразования Фурье к
уравнениям и граничным условиям (1.1)–
(1.3), с помощью рекуррентных алгебраиче-
ских преобразований, описанных в [8], ре-
шение контактной задачи для стратифици-
рованной гетерогенной флюидонасыщенной
среды сводится к системе парных интеграль-
ных уравнений, для нормальных колебаний
имеющей вид∫∫

Ω

∫
γ1

∫
γ2

K(u)eiα(x−ξ)+iβ(y−η)×

× q(ξ, η)dαdβdξdη = f(x, y), (2.1)

(x, y) ∈ Ω,

∞∫
−∞

∞∫
−∞

a∫
−a

b∫
−b

q(ξ, η)dαdβdξdη = 0,

(x, y) /∈ Ω.
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В работах [9,10] приведены матрицы Гри-
на для слоистых пористоупругих оснований
различного строения. В работе [11] приведе-
на матрица Грина для составного пористо-
упругого слоя, содержащего заглубленный
жидкий слой. Ядро интегрального уравне-
ния K(u) определяется как K(u) = g22(u, 0),
где g22 — элемент матрицы Грина G(u, y).

Функция K(u) является быстро осцилли-
рующей, убывающей на бесконечности сте-
пенным образом u → ∞, K(u) = O(u−1). В
комплексной плоскости функция K(u) меро-
морфная, вблизи вещественной оси она име-
ет комплексные полюса с малой мнимой ча-
стью. Контуры интегрирования γi выбира-
ются в соответствии с принципом излуче-
ния [7], обходя особенности подынтегральной
функции c положительной действительной
частью и малой комплексной в нижней ком-
плексной полуплоскости. Такой выбор конту-
ра интегрирования в соответствии с принци-
пом излучения в задачах теории упругости
ускоряет сходимость численного интегриро-
вания для слоистых пористоупругих сред.

В случае установившегося режима коле-
баний с частотой ω к системе (2.1) долж-
ны быть присоединены дифференциальные
уравнения движения штампа, которые в ам-
плитудных значениях имеют вид

Mω2

H
f(x, y) = P −

x

Ω

q(x, y)dxdy, (2.2)

P — значение вертикальной силы, централь-
но приложенной к штампу.

Будем разыскивать контактные напряже-
ния в виде ряда по многочленам Чебышева с
выделенной особенностью на краях штампа

q(x, y) =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

RklTk(x/a)Tl(y/b)√
a2 − x2

√
b2 − x2

. (2.3)

Подставим представления (2.2), (2.3) в систе-
му интегральных уравнений (2.1), при этом
второе уравнение системы тождественно удо-
влетворяется, а кратность интегралов умень-
шается в два раза за счет аналитического вы-
числения интегралов по конечным отрезкам.
Далее для решения интегрального уравнения
используется метод коллокации. В результа-
те тождественного удовлетворения первого
уравнения системы (2.1) в узлах коллокации
приходим к бесконечной системе линейных
алгебраических уравнений. Последняя алгеб-
раическая системы решается методом редук-

ции. Через ее решения определяются напря-
жения под штампом, а также связь между
воздействующей на штамп силой и осадкой
штампа.

3. Результаты численного анализа и
выводы

Модули объемного сжатия упругого ске-
летаKs, пористой средыKb, жидкости и газа
Kf ,Kg дают возможность выразить механи-
ческие характеристики уравнения Био [6]

A =
KsKm +m0KbsKb

1−Kbs
− 2

3
N,

Kbs =
Kb

Ks
; Km = 1−m−Kbs,

m0 =
m

1−m
,

Q =
m0KsKm

1−Kbs
, N = µ,

R =
mm0Ks

1−Kbs
.

В случае ненасыщенной гетерогенной среды
ее поры заполнены смесью жидкости и га-
за, модуль объемного сжатия жидкой фазы
Kfg зависит от степени ее насыщения га-
зом mg в объемном отношении mg = Vg/Vf .
Для учета влияния газообразной составляю-
щей в многофазной грунтовой среде, истин-
ная плотность жидкой фазы и модуль сжи-
маемости жидкости заменяются плотностью
аэрированной жидкости ρfg и приведенным
модулем сжимаемости Kfg

1

Kfg
=

1−mg

Kf
+
mg

Kg
.

ρfg = αgρg + (1− αg)ρf ,
где αg — относительное по массе содержание
газа в аэрированной жидкости; ρg — плот-
ность газа.

Здесь в соответствии с [6] приняты сле-
дующие значения механических характери-
стик, отвечающих насыщенному смесью во-
ды и воздуха песчанику

Ks = 3, 5 · 1010 Па, Kb = 0, 43 · 1010 Па,

Kf = 2, 25 · 109 Па, Kg = 0, 145 · 106 Па,

ρs = 2, 6 · 103 г/м3, ρf = 103 кг/м3,

ρg = 1, 1 кг/м3, m = 0, 3, mg = 0, 1.
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Рис. 1. Распределения модулей контактных напряжений в сечении y = 0 в зависимости от
пористости

Для проведения численного эксперимента в
интерактивной системе Maple составлен па-
кет программ, позволяющий провести ана-
литические вычисления ядра интегральной
системы для случаев пористоупругого полу-
пространства, слоя, неоднородного пористо-
упругого слоя, содержащего заглубленный
слой жидкости. Для интегрирования по ком-
плексному контуру присоединялась допол-
нительная процедура, написанная на язы-
ке Fortran. Проведенный численный экспе-
римент позволил сделать следующие выво-
ды. Учет корневой особенности в напряжени-
ях для среды со слабой дисперсией ускоряет
сходимость вычислительного процесса, как
и в случае упругих оснований. Использова-
ние при построении решения полиномов Че-
бышева, ортогональных на отрезке, позволя-
ет избежать дополнительного интегрирова-
ния при вычислении коэффициентов линей-
ных систем. Выбор точек коллокации, совпа-
дающих с узлами Чебышева, ускоряет сходи-
мость метода. Оптимальное количество то-
чек коллокации зависит от частоты колеба-
ний и, как правило, достаточно брать 4–7 уз-
лов коллокации для каждой координаты в
случае центрально приложенной силы. Схо-
димость процесса оценивалась численно по
относительной погрешности контактных дав-
лений и по точности удовлетворения гранич-

ных условий (1.4) на лицевой поверхности.
Погрешность вычислений в диапазоне низ-
ких и средних частот, как правило, не пре-
вышает 4,6 %. Выбор узлов коллокации, сов-
падающими с узлами Чебышева на отрезке
[−0, 95, 0, 95], минимизирует относительную
погрешность вычислений.

На рис. 1 приведены распределения моду-
лей амплитудных значений контактных на-
пряжений в твердой фазе лицевого слоя под
квадратным штампом, в сечении y = 0.
Сплошная, штриховая и штрих-пунктирная
линии соответствуют значениям пористости
m = 0, 2; m = 0, 3; m = 0, 35. Влияние
пористости на контактные напряжения под
штампом, колеблющимся на составном пори-
стоупругом слое, содержащем заглубленный
слой жидкости, зависит как от частоты ко-
лебаний, так и толщины верхнего слоя.

Зависимость контактных напряжений от
степени ненасыщенности флюида иллюстри-
руют рис. 2–4. Увеличение содержания газа в
жидкости увеличивает контактные напряже-
ния, изменяя их распределение под штампом.

Учет пористости, степени водонасыщен-
ности, неоднородности строения среды при-
водит к существенному уточнению значений
контактных напряжений.

Результаты настоящей работы могут
быть использованы при постановке трудо-
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Рис. 2. Модуль контактных напряжений при mg = 0, 01

Рис. 3. Модуль контактных напряжений при mg = 0, 05

Рис. 4. Модуль контактных напряжений при mg = 0, 1
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емких натурных экспериментов, и особенно
важны для задач прикладных исследований,

рассматривающих динамические процессы в
грунтовых средах.
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