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Abstract. The problem of finding stress-strain state of the two-component half-space (for ex-
ample alloy), with surface parallel to plane x1Ox2 of Cartesian coordinate system. The physics-
mechanical processes in the Cartesian coordinate system are modeled by equations
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where t – time; x3 – Cartesian coordinates; u3 – displacements vector component Ox3;
η(q) = n(q) − n
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density; α(q)
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It is assumed that at the surface of the half-space x3 = 0 the displacement and diffusion
flows are set

u3|x3=0 = f3 (t) , J (q)
∣∣∣
x3=0

= fq (t) , u3 = O (1) , J (q) = O (1) (x3 →∞)
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The initial terms are assumed zero:

u3|t=0 = 0,
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t=0

= 0, η(q)
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t=0

= 0.

The solving algorithm is based on using integral Laplace transform and Fourier transform.
The received Laplace transforms are rational functions of conversion parameter. Laplace trans-
forms originals are sought by the second decomposition theorem of operational calculus. For
Fourier inversion using a numerical algorithm based on the use of quadrature formulas Philo.
The final solution is received as integral convolution. The cases of constant diffusion flows at
the surfaces are shown.
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Введение

Научные исследования второй поло-
вины двадцатого века показывают, что,
диффузионные процессы могут оказы-
вать существенное влияние на напряжённо-
деформированное состояние упругих сред и
конструкций. В частности, имеются экспери-
ментальные данные [1, 2], подтверждающие,
что внедрение диффундирующего вещества
в твердое тело порождает в нем внутрен-
ние напряжения, а неоднородное поле на-
пряжений, вызванное внешними причина-
ми, способно влиять на перенос вещества.
В настоящее время существует множество
моделей механодиффузии, в том числе, до-
статочно сложные нелинейные модели, но
практически все задачи этого типа решаются
либо в статической, либо в квазистатической
постановках. В данной работе рассматри-
вается задача об определении напряжённо-
деформированного состояния упругой среды
с учётом структурных изменений, обуслов-
ленных наличием нестационарных диффузи-
онных потоков. В качестве модели, описыва-
ющей вышеуказанные физико-механические
процессы в деформируемой среде, использу-
ются геометрически линейная модель упру-
гости с учётом диффузии.

1. Постановка задачи

Рассматривается изотропное полупро-
странство x3 > 0 (Ox1x2x3 прямоуголь-
ная декартова система координат), пред-
ставляющее собой твёрдый двухкомпонент-
ный раствор (например, сплав). Физико-
механические процессы в среде без учёта
температурных эффектов описываются сле-
дующими уравнениями [3–6]:
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а диффузионный поток в направлении оси
Ox3 задаётся соотношением

J (q) = Λ
(q)
3333

∂2u3
∂x23

−D(q)
33

∂η(q)

∂x3
,

Λ
(q)
3333 =

n
(q)
0 α

(q)
33 D

(q)
33

RT0
,

где t — время; u3 — перемещение в направ-
лении оси Ox3; η(q) = n(q) − n

(q)
0 — прира-

щение концентрации; n(q)0 — начальная кон-
центрация вещества; n(q) — текущая концен-
трация вещества; C3333 — компонента тензо-
ра упругих постоянных; ρ — плотность сре-
ды; α(q)

33 — коэффициент, определяемый ти-
пом кристаллической решётки таким обра-
зом, что величина α(q)

33 ε33n
(q) определяет от-

носительное объёмное изменение, выражаю-
щее зависимость объёма вещества от соста-
ва (концентрации исходного вещества); ε33 —
компонента тензора деформации; D(q)

33 — ко-
эффициенты взаимной диффузии; R — уни-
версальная газовая постоянная; T0 — темпе-
ратура.

Полагаем, что на поверхности x3 = 0 по-
лупространства заданы перемещения и диф-
фузионные потоки

u3|x3=0 = f3 (t) , J (q)
∣∣∣
x3=0

= fq (t) . (1.2)

Граничные условия (1.2) необходимо до-
полнить условиями ограниченности искомых
функций на бесконечности

u3 = O (1) , J (q) = O (1) , x3 →∞. (1.3)

Начальные условия предполагаются од-
нородными
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Будем использовать следующие безраз-
мерные величины (при одинаковом начерта-
нии они обозначены символом «̃ », который в
дальнейшем изложении опускается):
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где L — характерный линейный размер.
Тогда начально-краевая задача (1.1)–

(1.4) записывается следующим образом
(здесь и далее штрихи обозначают произ-
водные по безразмерной координате, а точки
— производные по безразмерному времени
τ):
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(1.7)

u|τ=0 = u̇|τ=0 = ηq|τ=0 = 0. (1.8)

2. Интегральное представление
решения

Обозначим через Gqk = ηq, G3k = u —
функции Грина задачи (1.6)–(1.8), а именно,
решения трёх задач (k = 1, 3), включающих
в себя уравнения (1.6), начальные условия
(1.8) и следующие граничные условия:(
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где δ (τ) — дельта-функция Дирака, δij —
символ Кронекера.

Тогда решение задачи (1.6)–(1.8) имеет
вид (звездочка обозначает свертку по време-
ни)

u =

3∑
k=1

G3k (x, τ) ∗ fk (τ) ,

ηq =

3∑
k=1

Gqk (x, τ) ∗ fk (τ) .

(2.1)

Применяя к задаче (1.6)–(1.8) преобразо-
вание Лапласа, получаем следующую крае-
вую задачу (s — параметр преобразования
Лапласа, индекс «L» указывает на изобра-
жение):
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Представим её решение в виде двух сла-
гаемых

uL = UL + ϕ, ηLq = HL
q + ψq, (2.4)

где ϕ и ψq — функции, определяемые далее.
Тогда уравнения (2.2) преобразуются к

виду
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где

F3 (x, s) = ϕ′′ (x, s)− s2ϕ (x, s)−
− α1ψ
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2 (x, s) , (2.6)

Fq (x, s) = Dqψ
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q (x, s)−sψq (x, s)−Λqϕ

′′′ (x, s) .

При этом, краевые условия в (2.3) транспо-
нируются следующим образом:
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Выберем функции ϕ и ψq таким образом,
чтобы условия на границе x = 0 были нуле-
выми, а сами функции при x → ∞ стреми-
лись к нулю. Для этого достаточно положить

ϕ (x, s) = fL3 (s) e−x,

Λqϕ
′′ (x, s)−Dqψ

′
q (x, s) = fLq (s) e−x.

Интегрируя второе равенство по x полу-
чаем

ϕ (x, s) = ϕ̄ (s) e−x, ϕ̄ (s) = fL3 (s) ,

ψq (x, s) = ψ̄q (s) e−x,

ψ̄q (s) =
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L
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)
.
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Следовательно, функции Fk в (2.6) могут
быть представлены в виде

F3 (x, s) =
[ (

1− s2
)
ϕ̄ (s) +

+ α1ψ̄1 (s) + α2ψ̄2 (s)
]
e−x, (2.8)
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Fq (x, s) =
[
Λqϕ̄ (s) + (Dq − s) ψ̄q (s)

]
e−x.

Таким образом, для функций UL иHL
q по-

лучаем задачу (2.5) с нулевыми граничными
условиями
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Её решение будем искать с помощью пре-
образования Фурье по пространственной ко-
ординате x (индекс «F» соответствует транс-
форманте)
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Аналогично с учётом (2.8) представляем
функции Fk
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В результате система уравнений для
функций UFL и HFL
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Определяя эти функции с учётом (2.7),
(2.1) и (2.4), получаем решение задачи (2.2),
(2.3) в форме
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a2 = D1D2 −D2α1Λ1 −D1α2Λ2.
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3. Определение оригиналов функций
влияния

Для нахождения оригиналов функций
Грина в (2.11) необходимо выполнить обрат-
ные преобразования по Фурье и Лапласу. Так
как они являются рациональными функци-
ями параметра s, то обратное преобразова-
ние Лапласа можно осуществить либо путём
их разложения на элементарные дроби, ли-
бо с помощью вычетов. Для этого необхо-
димо найти нули s1, s2, s3 и s4 многочлена
P
(
λ2, s

)
. В работе [3] показано, что при лю-

бом λ > 0 все нули простые, два из них ком-
плексно сопряжённые, остальные два — дей-
ствительные отрицательные. Обозначим для
определённости s1 = −γ+ iβ, γ > 0 и s2 = s̄1.
Тогда с помощью второй теоремы разложе-
ния операционного исчисления, после отде-
ления действительной и мнимой частей на-
ходим

GFjk = e−γτ (Ajk1 cosβτ −Ajk2 sinβτ) +

+
4∑

m=3

Ajkme
smτ , (3.1)

где коэффициенты Ajkl, k = 1, 3, j = 1, 3,
l = 1, 4 являются функциями параметра λ
и находятся по формулам (штрих означает
производную по параметру «s»)

Ajk1 =
4

π
Re

Pjk (λ, s1)

P ′ (λ2, s1)
,

Ajk2 =
4

π
Im

Pjk (λ, s1)

P ′ (λ2, s1)
,

Ajkm =
2

π

Pjk (λ, sm)

P ′ (λ2, sm)
, m = 3, 4.

Заметим, что для известных материалов
αqΛq � Dq, поэтому при нахождении нулей
многочлена P

(
λ2, s

)
вторым и третьим сла-

гаемыми можно пренебречь. В этом случае
комплексные корни будут чисто мнимыми.
Соответствующие решения были получены в
работах [3–5].

Для обращения преобразования Фурье
необходимо сначала найти свёртки функций
fk (τ), стоящих в правых частях граничных
условий (1.7) с функциями Грина (3.1) по
формулам (2.1), после чего применить фор-
мулы вида (2.9). Эти интегралы будем нахо-
дить численно. Для этого удобно преобразо-
вать их в интегралы по конечному проме-

жутку с помощью следующего представле-
ния:

u (x, t) =

a∫
0

uF (λ, t) sinλx dλ+

+

∞∫
a

uF (λ, t) sinλx dλ,

ηq (x, t) =

a∫
0

ηFq (λ, t) cosλx dλ+

+

∞∫
a

ηFq (λ, t) cosλx dλ,

где a — промежуточная точка (при расчётах
полагается a = 1).

Вычисление первых интегралов осу-
ществляется с помощью метода Филона [7].
Вторые интегралы с помощью замены пере-
менных λ = a2/ (a− ν) также переводятся в
интегралы по конечному промежутку [0, a],
после чего также находятся методом Фило-
на. Основной сложностью при реализации
вышеуказанных численных алгоритмов яв-
ляется вычисление значений подынтеграль-
ных выражений при λ = 0. Для этого необхо-
димо отдельно найти значения изображений
Фурье функций Грина GFjk при λ = 0. Под-
ставляя λ = 0 в (2.11) и выполняя обратное
преобразование Лапласа, получаем

GF11 (0, τ) =
2

π
H (τ) ,

GF12 (0, τ) = GF13 (0, τ) = 0,

GF22 (0, τ) =
2

π
H (τ) ,

GF21 (0, τ) = GF23 (0, τ) = 0,

GF3k (0, τ) = 0,

где H (τ) функция Хевисайда.

4. Примеры

Полагаем, что поверхность полупро-
странства зафиксирована и на ней задан
диффузионный поток в виде функции Хеви-
сайда, что соответствует следующим правым
частям равенств (1.7):

f1 (τ) = H (τ) , f2 (τ) = f3 (τ) ≡ 0.

Тогда, вычисляя интегралы в (2.1), по-
лучаем, что образы Фурье для перемещения
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Рис. 1. Зависимость перемещений от времени:
Сплошная линия соответствует x = 1, линия с

точками — x = 50, пунктирная — x = 100

Рис. 2. Зависимость приращения концентрации
первого компонента от времени: Сплошная

линия соответствует x = 1, линия с точками —
x = 50, пунктирная — x = 100

и приращения концентрации определяются
следующими равенствами:

uF = −
4∑
l=3

A31l

sl
(1− eslτ ) +

+
1

|s1|2
[

(βA311 + γA312) e
−γτ sinβτ+

+ (βA312 − γA311)
(
e−γτ cosβτ − 1

) ]
,

ηFq = −
4∑
l=3

Aq1l
sl

(1− eslτ ) +

+
1

|s1|2
[

(βAq11 + γAq12) e
−γτ sinβτ+

+ (βAq12 − γAq11)
(
e−γτ cosβτ − 1

) ]
.

Для расчётов полагаем, что материал
полупространства дюралюминий, имеющий
следующие характеристики [8]:

ρ = 2700 кг/м3, C3333 = 1,255 · 1012 Н/м2,

T0 = 773 К,

D
(1)
33 = 2,7 · 10−15 м2/с, D(2)

33 = 7 · 10−16 м2/с,
L = 1м.

Им соответствуют безразмерные характе-
ристики, полученные по формулам (1.5),

D1 = 3.96 · 10−19, D2 = 1.03 · 10−19,

α1 = 5 · 10−6, α2 = 10−6,

Λ1 = 3.87 · 10−17, Λ2 = 2.01 · 10−18.

На рис. 1–3 показаны зависимости пере-
мещения (рис. 1) и концентрации веществ
(рис. 2, 3) от времени в следующих точках:
x = 1 — сплошная линия, x = 50 — точечная
линия, x = 100 — пунктирная линия.

Заключение

Построено решение новой нестационар-
ной задачи упругой диффузии для двух-
компонентного полупространства. Найдены
функции Грина и рассмотрен численный
пример. Для перемещений и концентраций
веществ, входящих в полупространство, по-
строены графики, показывающие их изме-
нения с течением времени. Все численные
расчёты выполнены в среде Maple 17. По-
лученные решения имеют как самостоятель-
ное значение, так и могут быть использованы
при исследовании нестационарных процессов
с учетом связанности механического и диф-
фузионных полей.
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Рис. 3. Зависимость приращения концентрации
второго компонента от времени: Сплошная

линия соответствует x = 1, линия с точками —
x = 50, пунктирная — x = 100
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