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Abstract. Of interest is a solution of the equation of motion of a charged particle in the
field of amplitude-modulated electromagnetic waves in order to investigate the interaction of
high-intensity laser pulses with solid targets in relation to the practical development of mul-
tifrequency lasers and the development of the technology of laser modulation. The reason for
this study is due to the wide practical application of high-temperature plasma formed on the
surface of the target and the search for new modes of interaction of the laser plasma. Powerful
laser pulses are currently being used as an effective tool for the collective acceleration of charged
particles, producing high-energy particles by exposing the target to a thin foil.

Objective. An analysis of the motion of a particle in an electromagnetic field, analysis of
the modulated amplitude oscillations in the case of circular polarization of the radiation, and
the derivation of the formulas for the mean kinetic energy of the particle.

Presented in this paper are the exact solutions of equations of motion for a charged particle in
a flat amplitude-modulated wave, as in the case of circular polarization, and the expressions for
the average kinetic energy of the particle. The results obtained can be used for the interpretation
of experiments with plasma in an external magnetic field.

Keywords: plane electromagnetic wave, modulation frequency, energy averaged over time.

Введение

Решение уравнения движения заря-
женной частицы в поле амплитудно-
модулированной электромагнитной волны
представляет интерес для исследования вза-
имодействия лазерных импульсов большой
интенсивности с твердыми мишенями в свя-
зи с практической разработкой многочастот-
ных лазеров и развитием техники модуляции
лазерного излучения.

В [1, 2] рассмотрено движение заряжен-
ной частицы в электромагнитной волне про-
извольной поляризации, гармонически мо-
дулированной по амплитуде колебаний. Од-
нако в [1, 2] не было проведено усредне-
ние кинетической энергии частицы по пери-
оду колебаний в поле плоской амплитудно-
модулированной электромагнитной волны,
что представляет несомненный практиче-
ский интерес. Цель настоящей работы — ана-

лиз движения частицы в электромагнитном
поле, модулированном по амплитуде колеба-
ний в случае круговой поляризации излуче-
ния и вывод формул для средней кинетиче-
ской энергии частицы.

Актуальность этого исследования обу-
словлена широким практическим примене-
нием высокотемпературной плазмы, образу-
ющейся на поверхности мишени и поиска-
ми новых режимов взаимодействия лазер-
плазма [3, 4]. Мощные лазерные импульсы в
настоящее время используются как эффек-
тивное средство для коллективного ускоре-
ния заряженных частиц, получения высоко-
энергетичных частиц путем воздействия на
мишени из тонкой фольги [5–7].

Уравнение движения частицы с массой m
и зарядом q имеет вид

dp

dt
= q

(
E +

1

c
[v ×H]

)
, (1)
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где p импульс частицы и ее скорость v свя-
заны равенством [8]

p =
mv√
1− v2

c2

. (2)

1. Постановка задачи

Энергия, импульс и скорость частицы
связаны равенством

v =
c2p

ε
.

В работе полагается, что амплитуда элек-
тромагнитной волны модулирована по гармо-
ническому закону A = ∆A (1 + δ cos (ω1ξ)) ,
где ∆A — постоянная часть амплитуды. Бу-
дем считать, что волна распространяется
вдоль оси z. В этом случае компоненты век-
торов электрического и магнитного поля вол-
ны определяются выражениями

Ex = Hy =

= bx (1 + δ cos (ω1ξ)) cos (ωξ) ,

Ey = −Hx =

= fby (1 + δ cos (ω1ξ)) sin (ωξ) ,

Ez = Hz = 0,

(1.1)

где δ — глубина модуляции; оси x и y совпа-
дают с направлением полуосей эллипса поля-
ризации волны bx и by, причем bx > by > 0;
ξ = t−z/c; ω — частота несущей волны; ω1 —
частота модуляции; f = ±1 — параметр по-
ляризации, при этом верхний знак для Ey
соответствует правой поляризации, а ниж-
ний — левой.

Таким образом, гармонически амплитудно-
модулированная волна есть совокупность
трех монохроматических волн с частотами
ω, ω + ω1 и ω − ω1, совокупность которых
составляет заданную немонохроматическую
волну (1.1).

2. Решение уравнения движения
заряда для

амплитудно-модулированной волны

Решения уравнений (1) и (2) с учетом
(1.1) имеют вид

px =
qbx
ω

sin (ωξ) +
1

2

δqbx
ωi

sin (ωiξ) + χx,

py =
−fqby
ω

cos (ωξ)−

− 1

2

fδqby
ωi

cos (ωiξ) + χy, (2.1)

pz = γg; ε = cγ (1 + g) ,

где по индексу i = 2, 3 в (2.1) проводить-
ся суммирование; ω2 = ω + ω1, ω3 = ω − ω1;
χx, χy, γ — постоянные, причем γ > 0, т.е
ε > mc2.

Здесь используются обозначения

g = h+
q

γ2ω
(χxbx sin (ωξ)∓ χyby cos (ωξ)) +

+
q

2γ2ωi
(χxbx sin (ωiξ)∓ χyby cos (ωiξ))−

−
(
b2x − b2y

) q2

4γ2ω2
cos (2ωξ) +

+
(
b2x + b2y

) q2δ

2γ2ωωi
cos ((ωi − ω) ξ)−

−
(
b2x − b2y

) q2δ2

8γ2ω2
i

cos (2ωiξ) ,

h =
1

2

{(
m2c2 + χ2

x + χ2
y

γ2 − 1

)
+

+

(
b2x + b2y

)
2

(
q

γω

)2

+

+

(
b2x + b2y

)
8

(
qδ

γωi

)2
}
,

параметр γ равен

γ =
mc
(
1− vz0

c

)√
1− v20

c2

.

Постоянные χx, χy и γ определяются на-
чальной фазой волны ξ0 = α−z0/с и началь-
ной скоростью частицы v0 и определяются
формулами

χx = −qbx
ω

sin (ωξ0)−

− 1

2

δqbx
ωi

sin (ωiξ0) +
mvx0√
1− v20

c2

, (2.2)

χy =
fqby
ω

cos (ωξ0) +

+
1

2

δqby
ωi

cos (ωiξ0) +
mvy0√
1− v20

c2

.
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Из (2.1) определяем координаты частицы
как функции параметра ξ

x = x0 +
c

γ
χx (ξ − ξ0)−

− cqbx
γω2

(cos (ωξ)− cos (ωξ0))−

− cδqbx
2γω2

i

(cos (ωiξ)− cos (ωiξ0)) , (2.3)

y = y0 +
c

γ
χy (ξ − ξ0) +

+
fcqby
γω2

(sin (ωξ)− sin (ωξ0)) +

+
fcδqby
2γω2

i

(sin (ωiξ)− sin (ωiξ0)) ,

z = z0 + ch (ξ − ξ0)−

− cq

γ2ω2
(χxbx (cos (ωξ)− cos (ωξ0)) ±

±χyby (sin (ωξ)− sin (ωξ0)))−

− cq

2γ2ω2
i

(χxbx (cos (ωiξ)− cos (ωiξ0)) ±

±χyby (sin (ωiξ)− sin (ωiξ0)))−

−
(
b2x − b2y

) cq2

8γ2ω3
(sin (2ωξ)− sin (2ωξ0)) +

+
(
b2x + b2y

) q2δ

2γ2 (ωi − ω)ωωi
×

× (sin ((ωi − ω) ξ)− sin ((ωi − ω) ξ0))−

−
(
b2x − b2y

) q2δ2

32γ2ω3
i

(sin (2ωξ)− sin (2ωξ0)) .

3. Движение частицы, усредненное по
периоду колебаний в поле

амплитудно-модулированной
электромагнитной волны

Приведем результаты усреднения коор-
динат, импульса p и энергии ε (t) частицы
по периоду T̃ = 2π/ω̃ ее колебаний в по-
ле амплитудно-модулированной электромаг-
нитной волны.

Из (2.3) получаем результат усреднения
координат частицы x̃(t), x̃(t), z̃(t) по перио-
ду её колебаний, который зависит от средних
значений координат x̃, ỹ, z̃ по фазе колебаний

x̄ (t) = x̃+ ṽx

(
t+

T̃

2

)
±

± cq2bxbyχy
γ3 (1 + h)

(
1

ω3
+

δ

2ω3
i

)
,

ȳ (t) = ỹ + ṽy

(
t+

T̄

2

)
+ µ̄,

где среднее значение периодической функ-
ции µ̄ (t) дается функцией

µ̄ = ±cq
2bxbyχy

γ3 (1 + h)

(
1

ω3
+

δ

2ω3
i

)
.

Учитывая, чтоµ̄ = 0, получаем выраже-
ние для z̄(t)

z̄ (t) = z̃ + ṽz

(
t+

T̃

2

)
.

Для средних значений компонент p̄x(t),
p̄y(t), p̄z(t) импульса частицы (см. (2.1)) по-
лучаем

p̄x (t) =

= χx

[
1 +

q2b2x
2γ2 (1 + h)

(
1

ω2
+

δ

4ω2
i

)]
,

p̄y (t) =

= χy

[
1 +

q2b2y
2γ2 (1 + h)

(
1

ω2
+

δ

4ω2
i

)]
,

p̄z (t) =
γ

1 + h

{
h+ h2+

+
1

2

(
q

γ2

)2( 1

ω2
+

1

ω2
i

)[
χ2
xb

2
x + χ2

yb
2
y

]
+

+
1

2

(
b2x + b2y

)2( q2δ

2γ2ωωi

)2

−

− 1

2

(
b2x − b2y

)2( q2

4γ2

)2(
1

ω2
+

δ2

4ω2
i

)}
.

Для энергии ε частицы имеем

ε̄ =
cγ

1 + h

{
(h+ 1)2 +

+
1

2

(
q

γ2

)2( 1

ω2
+

1

ω2
i

)[
χ2
xb

2
x + χ2

yb
2
y

]
+

+
1

2

(
b2x + b2y

)2( q2δ

2γ2ωωi

)2

−

− 1

2

(
b2x − b2y

)2( q2

4γ2

)2(
1

ω2
+

δ2

4ω2
i

)}
.

(3.1)
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.
Из (3.1) видно, что ε̄ зависит от интен-

сивности волны, ее поляризации, начальной
фазы, а также от начальной скорости части-
цы.

4. Случай круговой поляризации при
отсутствии у частицы начальной

скорости

Рассмотрим случай круговой поляриза-
ции, когда заряженная частица в начальный
момент времен имеет скорость v. Для волны
круговой поляризации bx = by = b/

√
2, тогда

из (2.2) находим

γ = mc,

χx = − qb

ω
√

2
sin (ωξ0)−

− 1

2

δqb

ωi
√

2
sin (ωiξ0) ,

χy =
fqb

ω
√

2
cos (ωξ0) +

1

2

fδqb

ωi
√

2
cos (ωi.ξ0) ,

(χx)2 + (χy)
2 =

1

2

δq2b2

ωωi
cos ((ωi − ω) ξ0) +

+
1

2
(qb)2

(
1

ω2
+

δ2

4ω2
i

)
, (4.1)

h =
1

2

{
1

2

δq2b2

γ2ωωi
cos ((ωi − ω) ξ0) +

+

(
qb

γ

)2( 1

ω2
+

δ2

4ω2
i

)}
. (4.2)

Подставляя (4.1) и (4.2) в (3.1), по-
лучаем значение средней энергии первона-
чально покоящейся частицы в амплитудно-
модулированной волне круговой поляриза-
ции

ε̄ =
cγ

1 + h

{
(h+ 1)2 +

+

(
qb

γ2

)2( 1

ω2
+

δ2

4ω2
i

)[
χ2
x + χ2

y

]
+

+
1

2

(
q2δb

2γ2ωωi

)2
}
. (4.3)

При условии ω = ω1 выражение (4.3) при-
нимает вид

ε̄ −mc2 =

= mc2


µ

2
+

3
4

(
q
γ2ω

)2(
µ+

(
b2qδ
2ω

)2)
1 + µ

2

 ,

где

(χx)2 + (χy)
2 =

=
1

2

(
qb

γω

)2(
1 +

δ2

2

)
=
µ

2
, (4.4)

h =
1

2

(
qb

γω

)2(
1 +

δ2

2

)
=

=
1

2

(
2q2

πm2c5
Iλ2
)

=
µ

2
. (4.5)

Здесь I =
(
cb2
) (

1 + δ2/2
)
/8π — интенсив-

ность амплитудно-модулированной волны, а
λ = 2πс/ω — длина волны.

Период осцилляций частицы для случая
ω2 = ω3 равен

T̃ = T (1 + h) = T
(

1 +
µ

2

)
. (4.6)

Подставляя (4.4) и (4.5) в (3.1), получаем
среднюю энергию первоначально покоящей-
ся частицы в волне круговой поляризации

ε̄−mc2 =

= mc2

µ
2

+

3
4

(
q2

γ2ω2

)(
µ+ q2b4δ

2γ2ω2

)
1 + µ

2

 . (4.7)

Как видно из (4.6) и (4.7), период осцил-
ляций частицы и ее средняя энергия не зави-
сят от начальной фазы.

Для случая, когда глубина модуляции
δ = 0 формулы (4.4)–(4.7) принимают вид,
приведенный в [9].

Заключение

В работе приведены точные решения
уравнений движения заряженной частицы
в поле плоской амплитудно-модулированной
волны в случае круговой поляризации, полу-
чены выражения для средней кинетической
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энергии частицы. В частном случае отсут-
ствия модуляции (δ = 0) все формулы пе-
реходят в соответствующие формулы рабо-
ты [9]. Полученные результаты могут исполь-
зоваться для интерпретации экспериментов
с плазмой, помещенной во внешнее электро-
магнитное поле.
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