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Abstract. Some components of the strain rate tensor and consequently the quadratic invari-
ant of the strain rate tensor approach infinity in the vicinity of maximum friction surfaces in
solutions for several rigid plastic material models. The coefficient of the leading singular term
in a series expansion of the quadratic invariant of the strain tensor in the vicinity of maximum
friction surfaces is named the strain rate intensity factor. This coefficient enters several evolution
equations that describe the change in material properties in a narrow layer in the vicinity of
surfaces with high friction stresses. Therefore, solutions that allow one to determine the effect
of process parameters on the magnitude of the strain rate intensity factor are of interest. In the
present paper, an analytic relationship between the strain rate intensity factor and parameters of
the process consisting of contraction of a plastic layer on a rigid rod is found. It is assumed that
the maximum friction law acts over the contact surface between the plastic layer and the rod.
The material of the plastic layer rigid perfectly plastic and obeys the von Mises yield criterion
and its associated flow rule.
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Введение

Коэффициент интенсивности скорости
деформации был введен в [1] как коэффи-
циент при главном сингулярном члене в раз-
ложении в ряд эквивалентной скорости де-
формации (квадратичный инвариант тензо-
ра скорости деформации) в окрестности по-
верхности максимального трения. В этой ра-
боте принималась модель идеально жест-
копластического материала, основанная на
произвольном условии текучести, не завися-

щем от среднего напряжения, и ассоцииро-
ванном законе пластического течения. По-
верхность максимального трения при ис-
пользовании такой модели материала опре-
деляется тем условием, что при проскальзы-
вании удельные силы трения равны пределу
текучести при чистом сдвиге. В [2–4] показа-
но, что коэффициент интенсивности скоро-
сти деформации можно ввести и для других
жесткопластических моделей.

Практическое значение коэффициента
интенсивности скорости деформации состо-
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Схема процесса

ит в том, что в процессах обработки метал-
лов давлением вблизи поверхностей трения
часто образуется тонкий слой интенсивной
пластической деформации [5–7]. При этом
свойства материала в этом слое значитель-
но отличаются от свойств в основном объ-
еме. Такое распределение свойств материа-
ла качественно согласуется с полем скоро-
сти деформации, контролируемым в окрест-
ности поверхности трения коэффициентом
интенсивности скорости деформации. В свя-
зи с этим предложены теоретические под-
ходы для описания отмеченного распределе-
ния свойств на основе коэффициента интен-
сивности скорости деформации [7,8]. Извест-
ные решения для коэффициента интенсив-
ности скорости деформации получены при
плоскодеформированном состоянии или при
применении условии Треска в осесимметрич-
ных задачах. Обзор таких решений приве-
ден в [9]. В публикуемой работе принимает-
ся условие текучести Мизеса. Рассмотренная
краевая задача является обобщением на осе-
симметричную деформацию известной зада-
чи Прандтля о сжатии полосы пластическо-
го материала между параллельными пли-
тами [10]. Решение для условия текучести
Треска построено в [11].

1. Постановка задачи
Рассмотрим обжатие равномерным дав-

лением осесимметричного слоя материала
на жесткой оправке. Давление приложено к
внешней поверхности слоя. Геометрическая
схема процесса показана на рисунке. Длина
слоя равна 2L. Радиус оправки и внутренний

радиус слоя равны a, а внешний радиус слоя
� b. Введем цилиндрическую систему коор-
динат r✓z, ось z которой совпадает с осью
симметрии слоя и оправки, а плоскость z = 0

� с плоскостью симметрии краевой задачи.
В такой системе координат достаточно полу-
чить решение в области 0 6 z 6 L. Внешний
радиус слоя определяется уравнением r = b,
его внутренний радиус и радиус оправки �
уравнением r = a.

Определяющие уравнения состоят из
условия текучести Мизеса

�
eq

= �0 (1.1)

и ассоциированного закона течения

⇠
ij

= �⌧
ij

, � > 0, (1.2)

где �0 = const � предел текучести при од-
ноосном растяжении, �

eq

� эквивалентное
напряжение, ⌧

ij

� девиаторные компонен-
ты тензора напряжения, ⇠

ij

� компоненты
тензора скорости деформации. Эквивалент-
ное напряжение и эквивалентная скорость
деформации ⇠

eq

определяются как

�
eq

=

r

3

2

⌧
ij

⌧
ij

,

⇠
eq

=

r

2

3

⇠
ij

⇠
ij

.

(1.3)

Из (1.2) следует уравнение несжимаемости.
Уравнения (1.1) и (1.2) должны быть допол-
нены уравнениями равновесия. В случае осе-
вой симметрии эти уравнения имеют следу-
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ющий вид:

@�

@r
+

@⌧
rr

@r
+

@⌧
rz

@z
+

⌧
rr

� ⌧
✓✓

r
= 0,

@⌧
rz

@r
+

@�

@z
+

@⌧
zz

@z
+

⌧
rz

r
= 0,

(1.4)

где � � среднее напряжение. В цилиндриче-
ской системе при осесимметричной деформа-
ции условие текучести (1.2) принимает фор-
му

3

�

⌧2
rr

+ ⌧2
zz

+ ⌧
rr

⌧
zz

+ ⌧2
rz

�

= �2
0. (1.5)

Точные краевые условия для напряжений
имеют вид

⌧
rz

= 0 (1.6)

при r = b и
⌧
rz

=

�0p
3

(1.7)

при r = a. Условие (1.7) выражает закон
максимального трения. Точные статические
краевые условия на концах слоя замещаются
приближенным условием в форме

b

Z

a

�
zz

rdr = 0 (1.8)

при z = L. Здесь �
zz

� осевое напряжение,
которое равно �

zz

= � + ⌧
zz

.
Точные кинематические условия имеют

вид
u
r

= 0 (1.9)

при r = a и
u
r

= �U (1.10)

при r = b. Здесь u
r

– радиальная скорость.
Точные кинематические краевые условия
на концах слоя замещаются приближенным
условием в форме

b

Z

a

u
z

rdr = 0 (1.11)

при z = 0. Здесь u
z

� радиальная скорость.

2. Решение
Используя полуобратный метод, предпо-

ложим, что распределение радиальной ско-
рости дается соотношением

u
r

= �Ug (⇢) , (2.1)

где ⇢ = r/a, а g (⇢) � произвольная функ-
ция ⇢. Используя (2.1), радиальная и окруж-
ная скорости деформации определяются со-
отношениями ⇠

rr

= @u
r

/@r и ⇠
✓✓

= u
r

/r. То-
гда, подставляя эти скорости деформации в
уравнение несжимаемости ⇠

rr

+ ⇠
✓✓

+ ⇠
zz

= 0,
находится осевая скорость деформации. Из
(2.1) и уравнения несжимаемости очевидно,
что ⇠

zz

не зависит от осевой координаты. По-
этому осевая скорость получается в виде

u
z

= U

✓

g0(⇢) +
g

⇢

◆

⇣ + Uf(⇢), (2.2)

где ⇣ = z/a, а f (⇢) � произвольная функция
⇢. С использованием (2.1) и (2.2) сдвиговая
скорость деформации в цилиндрической си-
стеме координат представляется в форме

2⇠
rz

=

U

a

✓

g00(⇢) +
1

⇢
g0(⇢)� g

⇢2

◆

⇣+

+

U

a
f 0
(⇢). (2.3)

Предположим, что девиаторные компоненты
тензора напряжения не зависят от z. Тогда
из (1.2) и (2.1) следует, что сдвиговая ско-
рость деформации не зависит от z. Из (2.3)
находим, что это возможно только при

g = C⇢+
C1

⇢
,

C = const, C1 = const.
(2.4)

С помощью (1.3), (2.1)–(2.4) эквивалентная
скорость деформации и компоненты тензо-
ра скорости деформации представляются в
форме

⇠
rr

= �U

a
(C � ') , ⇠

✓✓

= �U

a
(C + ') ,

⇠
zz

=

2UC

a
, ⇠

rz

=

U

2a
f 0
(⇢), (2.5)

⇠
eq

=

2Up
3a

r

3C2
+ '2

+

1

4

(f 0
(⇢))2,

где
C1

⇢2
= '.
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Уравнение (1.5) удовлетворяется подста-
новкой

⌧
rz

�0
=

cos!p
3

,

⌧
rr

�0
= �2

3

sin! sin

⇣

� +

⇡

3

⌘

,

⌧
zz

�0
=

2

3

sin! cos

⇣

� +

⇡

6

⌘

,

⌧
✓✓

�0
=

2

3

sin! sin �.

(2.6)

Так как девиаторные компоненты тензора
напряжения не зависят от осевой координа-
ты, то уравнения равновесия (1.4) преобра-
зуются к виду

@�

@⇢
+

d⌧
rr

d⇢
+

⌧
rr

� ⌧
✓✓

⇢
= 0,

@�

@⇣
+

d⌧
rz

d⇢
+

⌧
rz

⇢
= 0.

(2.7)

Подставляя (2.6) в первое уравнение систе-
мы (2.7), получим

@�

�0@⇢
� 2p

3

d

d⇢

h

sin! sin

⇣

� +

⇡

3

⌘i

�

�
sin!

�

p
3 sin � + cos �

�

p
3⇢

= 0. (2.8)

Из первого уравнения системы (2.7) следует,

что
@2�

@⇢@⇣
= 0. Тогда, из второго уравнения

этой системы получим

d⌧
rz

d⇢
+

⌧
rz

⇢
= 2�0A,

A = const.
(2.9)

Интегрируя это уравнение, найдем

⌧
rz

�0
= A⇢+

C2

⇢
,

C2 = const.
(2.10)

Подставляя (2.9) во второе уравнение систе-
мы (2.7) и интегрируя, получим

�

�0
= �2A⇣ + � (⇢) , (2.11)

где � (⇢) � произвольная функция ⇢. Исклю-
чая � в (2.8) с помощью (2.11) приходим к

уравнению для определения �

d�

d⇢
� 2p

3

d

d⇢

h

sin! sin

⇣

� +

⇡

3

⌘i

�

�
sin!

�

p
3 sin � + cos �

�

p
3⇢

= 0. (2.12)

Из (1.2) и (2.6) следует

⌧
✓✓

⌧
rz

=

⇠
✓✓

⇠
rz

=

2p
3

sin � tg!,

⌧
rr

� ⌧
zz

⌧
rz

=

⇠
rr

� ⇠
zz

⇠
rz

= �2 tg! cos �.

(2.13)

Подставляя (2.5) и (2.10) в (2.13), найдем

�
p
3

✓

C +

C1

⇢2

◆

= sin � tg!
df

d⇢
,

3C � C1

⇢2
= tg! cos �

df

d⇢
.

(2.14)

Отсюда зависимость � от ⇢ определяется как

tg � = �
p
3

�

C⇢2 + C1
�

(3C⇢2 � C1)
. (2.15)

Исключая ⌧
rz

в (2.6) с помощью (2.10), най-
дем зависимость ! от ⇢ в форме

cos! =

p
3

✓

A⇢+
C2

⇢

◆

. (2.16)

Функция f (⇢) определяется из (2.14) в виде

f =

⇢

Z

1

✓

3C � C1

�2

◆

ctg!
cos �

d�+ f0 (2.17)

где � и ! � известные функции � вследствие
(2.15) и (2.16); f0 � постоянная интегриро-
вания. Уравнение (2.12) теперь может быть
проинтегрировано

� =

2p
3

sin! sin

⇣

� +

⇡

3

⌘

+

+

2p
3

⇢

Z

1

sin! sin (� + ⇡/6)

�
d�+A�0. (2.18)

Здесь �0 � постоянная интегрирования, а !
и �, как функции � и ⇢, должны быть выра-
жены с помощью (2.15) и (2.16).

Вычислив f , ! и � как функции ⇢, можно
найти зависимость компонент тензора скоро-
сти деформации и девиаторных компонент
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тензора напряжения от радиуса в соответ-
ствие с (2.5) и (2.6). Компоненты векто-
ра скорости определяются с использованием
(2.1), (2.2), (2.4) и (2.17). Среднее напряже-
ние находится из (2.11) и (2.18).

Из (1.9), (1.10), (2.1) и (2.4) следует, что

C = �C1 =
ab

b2 � a2
. (2.19)

Тогда уравнение (2.15) преобразуется к виду

tg � =

p
3

�

1� ⇢2
�

(1 + 3⇢2)
. (2.20)

Используя (2.6), краевые условия (1.6) и
(1.7) можно представить в виде ! = ⇡/2 при
⇢ = b/a и ! = 0 при ⇢ = 1. Из этих условий
и (2.16) следует

A = � a2p
3 (b2 � a2)

,

C2 =
b2p

3 (b2 � a2)
.

(2.21)

Постоянные f0 и �0, входящие в (2.17) и
(2.18), могут быть определены из условий
(1.8) и (1.11). Однако эти постоянные не ока-
зывают влияния на коэффициент интенсив-
ности скорости деформации, поэтому соот-
ветствующие выражения не выписываются в
явной форме.

3. Коэффициент интенсивности
скорости деформации

Коэффициент интенсивности скорости
деформации определяется следующим обра-
зом [1]

⇠
eq

=

Dp
s
+ o

✓

1p
s

◆

(3.1)

при s ! 0. Здесь o � символ порядка,
D � коэффициент интенсивности скорости
деформации, s � расстояние по нормали до
поверхности максимального трения. Из (2.5)
видно, что ⇠

eq

! 1 только при условии
|df/d⇢| ! 1. В рассматриваемом случае
s = r � a = a (⇢� 1). Используя (2.5) и (3.1),
найдем

D =

Up
3a

lim

⇢!1

✓

�

�

�

�

df

d⇢

�

�

�

�

p

⇢� 1

◆

. (3.2)

Из (2.14) и (2.19) получим

df

d⇢
=

ab

(b2 � a2)

�

3⇢2 + 1

�

⇢2 cos � tg!
. (3.3)

Из (2.20) следует, что |cos �| = 1 при ⇢ = 1.
Таким образом, в окрестности поверхности
⇢ = 1 уравнение (3.3) преобразуется к виду

�

�

�

�

df

d⇢

�

�

�

�

=

4ab

(b2 � a2)
|ctg!| . (3.4)

Подставляя (2.21) в (2.11), найдем

cos! =

1

(b2 � a2)

✓

�a2⇢+
b2

⇢

◆

. (3.5)

Раскладывая правую часть (3.5) в ряд в
окрестности поверхности ⇢ = 1, получим

cos! = 1�
�

a2 + b2
�

(b2 � a2)
(⇢� 1)+ o (⇢� 1) (3.6)

при ⇢ ! 1. Тогда

|sin!| =
p

1� cos

2 ! =

=

p
2

r

b2 + a2

b2 � a2
p

⇢� 1 + o
⇣

p

⇢� 1

⌘

(3.7)

при ⇢ ! 1. Подставляя (3.4), (3.6) и (3.7)
в (3.2), найдем коэффициент интенсивности
скорости деформации в форме

D =

2

p
2Ub

p
ap

3

p
b4 � a4

. (3.8)

Удобно ввести безразмерный коэффициент
интенсивности скорости деформации d как

d =

D
p
b

U
=

2

p
2p
3

r

a

b



1�
⇣a

b

⌘4
��1/2

. (3.9)

Заключение

Получено новое аналитическое выраже-
ние для коэффициента интенсивности ско-
рости деформации, позволяющее установить
зависимость безразмерного коэффициента
интенсивности скорости деформации от от-
ношения a/b. В частности, из (2.20) оче-
видно, что d � монотонно возрастающая
функция a/b. Таким образом, в соответствии
с теорией [8] более интенсивные изменения
структуры материала вблизи поверхности
трения будут происходить в трубе с меньши-
ми значениями a/b. Отметим, что для ана-
лиза сложного распределения свойств в тон-
ком поверхностном слое развиты эффектив-
ные методы [12–15]. Эти методы совместно
с экспериментальными результатами могут
быть использованы для проверки теорий, ос-
нованных на использовании коэффициента
интенсивности скорости деформации.
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