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Abstract. One of the possible physical mechanisms of transition from limited to overlimiting
currents in the electrolyte located between two electric membranes considered from theoretical
point of view. This mechanism can be named electrokinetic instability. The boundary separating
the limited and overlimiting modes is found numerically, according to the stability or instability
of one-dimensional state of equilibrium. We can find the conclusion to develop new numeri-
cal method of solving the problem. Finding of the nonequilibrium one-dimensional equilibrium
state as well as its research on stability is conducted numerically using ⌧ -version of Galerkin’s
method. The system of Chebyshev’s polynomials is used as a complete system of basis functions.
Boundary eigenvalue problem is described by linearized system of ordinary differential Nernst–
Planck–Poisson–Stokes equations with the appropriate boundary conditions, which is reduced to
generalized algebraic eigenvalue problem after projection on the basis functions: det(A+�B) = 0,
where A, B – the complex matrixes, � – eigenvalues. If the real part of at least one eigenvalue
of discrete spectrum is positive, then one-dimensional equilibrium position corresponding to the
limited currents is unstable, the regime changes and the transition to overlimiting currents takes
place. Physically, by this transition two ion transport mechanism, diffusion and electromigra-
tion, are complemented by the third mechanism – advection. Numerical data of the work is well
corresponded to the results obtained analytically for small Debye numbers.
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Введение

Возросший интерес к задачам электроди-
намики микромасштабов диктуется их ши-
рокими приложениями в нанотехнологиях,
биотехнологиях, проблемах очистки и опрес-
нения воды и т. д.

В настоящей работе рассматривается по-
ведение электролита между двумя полу-
проницаемыми электрическими мембранами
при некоторой приложенной разности по-
тенциалов, вызывающей поток ионов от од-
ной поверхности к другой. Известно [1], что
при малой разности потенциалов между по-
верхностями мембран �V электрический ток
I пропорционален �V . Это фактически яв-

ляется проявлением закона Ома для дан-
ной задачи, поэтому подобный режим, кро-
ме допредельного, иногда называется оми-
ческим или квазиравновесным. При доста-
точно больших �V зависимость I(�V ), или
вольт-амперная характеристика, становится
нелинейной, происходит насыщение зависи-
мости тока от напряжения, то есть при та-
ком режиме изменение напряжения практи-
чески не влияет на величину электрическо-
го тока, поэтому данный режим называет-
ся предельным (неравновесным). Его появ-
ление впервые описали Штильман и Рубин-
штейн [2], а очень простое решение, полу-
ченное сведением нелинейного дифференци-
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ального уравнения к алгебраическому куби-
ческому уравнению при стремлении числа
Дебая к нулю было получено и интерпре-
тировано Уртеновым [3–5]. При дальнейшем
увеличении разности потенциалов происхо-
дит переход к новому режиму: электриче-
ский ток снова становится пропорциональ-
ным разности потенциалов. Этот режим на-
зывается режимом сверхпредельных токов.
Имеется несколько физических механизмов,
которые могут быть ответственными за по-
явление сверхпредельных токов: а) неустой-
чивость Рэлея–Бенара, в свою очередь вы-
званная джоулевым нагреванием жидкости
при прохождении в ней электрического тока;
б) явление диссоциации воды; в) новый вид
неустойчивости, теоретически предсказан-
ный в 2000 г. Зальцманом и Рубинштейном
[6], причём название нового типа неустой-
чивости еще не определилось (электрокине-
тическая, электроосмотическая или электро-
конвективная). Экспериментальное подтвер-
ждение существования электрокинетической
неустойчивости дано в работе [7], асимпто-
тическое решение задачи об электрокинети-
ческой устойчивости получено в [8] для слу-
чая предельно малых чисел Дебая. В [9] и
[10] проведено прямое численное моделиро-
вание режима электрокинетической неустой-
чивости.

Асимптотическое исследование устойчи-
вости по ряду причин не может заменить
точного численного решения: для микрока-
налов возможен перехлёст двойных слоёв,
когда число Дебая не является малым; в
случае более сложных типов неустойчиво-
сти (при учёте эффекта Соре или сцеплен-
ной неустойчивости Рэлея–Бенара и элек-
трокинетической неустойчивости и т. д.) ана-
литический анализ становится невозможен
и единственным подходом является прямое
численное решение задачи. Применение ме-
тода Галёркина с базисными функциями,
имеющими сгущение нулей вблизи границ
(то есть обладающими лучшей разрешаю-
щей способностью вблизи тонких слоёв Де-
бая) имеет преимущество перед разностны-
ми методами, позволяющее решить задачу с
разным числом базисных функций, намно-
го меньшим, чем число узлов сетки в слу-
чае применения конечно-разностного мето-
да. Авторам неизвестны результаты успеш-
ного применения конечно-разностного мето-
да для дискретизации данной задачи. Пред-

ставленное в работе численное решение зада-
чи об устойчивости при малых числах Дебая
хорошо совпадает с известным аналитиче-
ским решением Зальцмана–Рубинштейна [8].

1. Постановка задачи

Рассматривается поведение раствора би-
нарного электролита между двумя полупро-
ницаемыми мембранами (z+ = �z� = 1,
коэффициенты диффузии катионов и анио-
нов считаются равными: ˜D+

=

˜D�
=

˜D).
Явление в безразмерном виде описывает-
ся уравнениями переноса анионов и кати-
онов, уравнением Пуассона для электриче-
ского поля и уравнениями движения жид-
кости в стоксовском приближении. В каче-
стве базисных величин для приведения к без-
размерному виду взяты: расстояние между
мембранами ˜h0, характерное время ˜h20/ ˜D, ди-
намическая вязкость µ̃, термический потен-
циал ˜

�0 =

˜R ˜T/ ˜F , c̃0 � концентрация ней-
трального раствора ионов одномерного со-
стояния равновесия. Тильда означает раз-
мерную величину. Далее ˜R � универсальная
газовая постоянная, ˜T � температура в гра-
дусах Кельвина, ˜F � постоянная Фарадея,
"̃ � диэлектрическая проницаемость, ˜�

D

�
длина Дебая.

Безразмерная система уравнений
Нернста–Планка–Пуассона–Стокса имеет
следующий вид

@C+

@t
+

@(U C+
)

@x
+

@(V C+
)

@y
=

=

@

@x

✓

C+@�

@x

◆

+

@

@y

✓

C+@�

@y

◆

+

+

@2C+

@x2
+

@2C+

@y2
, (1.1)

@C�

@t
+

@(U C�
)

@x
+

@(V C�
)

@y
=

= � @

@x

✓

C�@�

@x

◆

� @

@y

✓

C�@�

@y

◆

+

+

@2C�

@x2
+

@2C�

@y2
, (1.2)

⌫2
⇢

@2�

@x2
+

@2�

@y2

�

= C� � C+, (1.3)

32



Численное нахождение границы предельных и сверхпредельных токов в полупроводящей. . .

@4 

@x4
+ 2

@4 

@y2@x2
+

@4 

@y4
=

=

{
⌫2



@

@y

✓

⇢
@�

@x

◆

� @

@x

✓

⇢
@�

@y

◆�

, (1.4)

где функция тока  и компоненты скорости
U , V связаны соотношением

U =

@ 

@y
, V = �@ 

@x
.

Краевые условия принимают вид

y = 0 : C+
= p, � = 0,

� C�@�

@y
+

@C�

@y
= 0,  =

@ 

@y
= 0, (1.5)

y = 1 : C+
= p, � = �V,

� C�@�

@y
+

@C�

@y
= 0,  =

@ 

@y
= 0. (1.6)

Здесь C± � концентрация положитель-
ных и отрицательных ионов, � � электро-
статический потенциал, ⇢ = C+�C� � плот-
ность заряда.

Первое условие предполагает равенство
концентрации положительных ионов в рас-
творе концентрации ионов на мембране, два
следующих условия задают разность потен-
циала на верхней и нижней мембранах, тре-
тье условие означает отсутствие потока от-
рицательных ионов через поверхности мем-
бран, последние � задают условия прилипа-
ния и непроницаемости на твердой поверхно-
сти.

Задача описывается четырьмя парамет-
рами: числом Дебая ⌫, разностью потенци-
алов �V , коэффициентом сцепления меж-
ду гидродинамической и электростатической
частями задачи {, концентрацией положи-
тельных ионов на мембране p � 1:

⌫ =

˜�
D

˜h0
, { =

"̃ ˜�2
0

µ̃ ˜D
, ˜�2

D

=

"̃ ˜�2
0

˜F c̃0
.

Влияние p слабо [8], поэтому расчеты прово-
дились при фиксированном p = 5, что позво-
лило сократить число параметров до трёх.

2. Одномерное состояние равновесия

Система (1.1)–(1.4) всегда имеет одно-
мерное решение, для которого скорость тож-
дественно равна нулю и перенос ионов опре-
деляется двумя механизмами: диффузией и
электромиграцией. При @

@t

=

@

@x

= 0 система
(1.1)-(1.4) переходит в систему с краевыми
условиями
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(2.1)

y = 0 : K + ⇢ = 2p, � = 0;

y = 1 : K + ⇢ = 2p, � = �V,
(2.2)

где K = C+
+ C� � концентрация соли,

⇢ = C+ � C� � плотность заряда, j � плот-
ность тока.

Решение разыскивалось в виде разложе-
ния по полиномам Чебышёва
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где z = 2y � 1, z 2 [�1,1].
Разложения (2.3)–(2.5) подставлялись

в (2.1)–(2.2) и проектировались с ве-
сом 1/

p
1� z2 на базисные функции

T
r

(z), r = 0,1, . . . , N . Четыре последние про-
екции заменялись на линейные уравнения
относительно K

m

, ⇢
m

и �

m

, полученные под-
становкой в (2.2) разложений (2.3)–(2.5). В
последнем и заключается суть ⌧ -метода.

Получившаяся система нелинейных ал-
гебраических уравнений решалась методом
Ньютона. В качестве начального приближе-
ния использовалось либо аналитическое ре-
шение для малых ⌫ [4, 5], либо предыдущее
решение. Таким образом, фактически был
использован метод продолжения по парамет-
ру (таких параметров три: ⌫, �V и {).

На рис. 1 приведено полученное числен-
ное решение типа одномерного состояния
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Рис. 1. Одномерное стационарное решение 1 – концентрация соли K; 2 – плотность распределения
заряда ⇢ (�V = 30, ⌫ = 0,01)

равновесия. Кривая 1, соответствующая кон-
центрация соли, показывает практически ну-
левые K вблизи левой мембраны (y = 0),
исключая зону тонкого двойного слоя у са-
мой мембраны (так называемая зона обес-
соливания), использующуюся при практиче-
ском применении мембран. Затем K увели-
чивается по прямой линии в зоне повышен-
ного солесодержания. Плотность заряда ⇢
после тонкого слоя Дебая имеет типичный
максимум и затем уменьшается до нуля в
квази-электронейтральной области (исклю-
чая тонкий участок двойного электрического
слоя у границы y = 1). Полученное автора-
ми численное решение находится в хорошем
соответствии с асимптотическими решения-
ми [2–5, 8].

Определение перехода от предельных
к сверхпредельным токам

Точка перехода от предельных токов к
сверхпредельным, в соответствии с идеей
Зальтсмана и Рубинштейна [8], определяется
как точка потери устойчивости одномерно-
го решения (2.1)–(2.2). Наложим на решение
системы (2.1)–(2.2) малые возмущения вида

K = K0(y) + ˆK(y) exp(i↵x+ �t), (2.6)

⇢ = ⇢0(y) + ⇢̂(y) exp(i↵x+ �t), (2.7)

� = �0(y) + ˆ

�(y) exp(i↵x+ �t), (2.8)

 =

ˆ (y) exp(i↵x+ �t). (2.9)

Здесь ↵ � волновое число, � = �(↵) � ко-
эффициент роста, определяеемый как соб-

ственное значение задачи. ↵ является за-
данным действительным числом, � � за-
ранее неизвестное комплексное число. Ин-
декс �0� означает невозмущенные решения,
шляпка � возмущенное. В нижеприведенных
уравнениях индекс �0� опускается.

После подстановки (2.6)–(2.9) в (1.1)–
(1.4), (1.5)–(1.6) и линеаризации системы по-
лучим следующую краевую задачу на ком-
плексные собственные значения �:
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34



Численное нахождение границы предельных и сверхпредельных токов в полупроводящей. . .

−1 −0.5 0 0.5 1

x 10
4

−10
10

−10
5

−10
0

ℑ(λ)

ℜ
(λ

)

Рис. 2. Дискретный спектр задачи на
собственные значения ({ = 0,2, ⌫ = 0,01,

�V = 20, ↵ = 1)

0 2 4 6 8
−20

−10

0

10

20

30

α

ℜ
(λ

)

3

2

1

Рис. 3. Зависимость Re(�) от волнового числа
↵ для 1 � �V = 20, 2 � 30, 3 � 35 ({ = 0,2,

⌫ = 0,01)
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y = 1 :
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= 0,

ˆ
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Идея решения задачи на устойчивость за-
ключается в следующем: (а) если для всех
↵ 2 (0,1) действительная часть � мень-
ше нуля, то решение (2.1)–(2.2) устойчиво;
(б) если хотя бы для одного ↵ из указанно-
го интервала действительная часть � поло-
жительна, то решение (2.1)–(2.2) неустойчи-
во. Эта идея и использовалась при решении
(2.10)–(2.17).

Для решения краевой задачи (2.10)–
(2.13), как и для нахождения одномерного
состояния равновесия, применялся ⌧ -метод
Галёркина с полиномами Чебышёва в ка-
честве базисных функций. Число базисных
полиномов менялось вплоть до 512 до до-
стижения требуемой точности. Как и для

одномерного решения, последние проекции
заменялись на уравнения краевых условий
(2.14)–(2.17) при подстановке в них разложе-
ния (2.3)–(2.5). В результате задача своди-
лась к решению обобщенной задачи на соб-
ственные значения для комплексных матриц
A и B

det(A+ �B) = 0,

которая решалась с применением стандарт-
ного QR-алгоритма.

Задача на собственные значения (2.10)–
(2.17) для фиксированного волнового чис-
ла ↵ имеет счётное число собственных зна-
чений {�

k

}. Для конечного числа галеркин-
ских функций число собственных значений
тоже конечно (см. рис. 2, где изображены
действительная и мнимая части �). Толь-
ко одно собственное значение может быть
неустойчивым. На рис. 3 представлено пове-
дение действительной части этого собствен-
ного значения при изменении волнового чис-
ла ↵ для трех значений разности потенциа-
лов: при �V = 20 одномерное состояние рав-
новесия устойчиво, при �V = 30 появляется
зона неустойчивых волновых чисел ↵1 и ↵2,
таких, что Re(�) > 0, ↵ 2 (↵1,↵2), то есть од-
номерное равновесие неустойчиво и при дан-
ном �V имеет место режим сверхпредель-
ных токов, как и при �V = 35.

Кривые нейтральной устойчивости в ко-
ординатах �V – ↵ представлены на рис. 4
для разных значений коэффициента сцепле-
ния {. Имеет место идеальное соотношение
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Рис. 4. Кривые нейтральной устойчивости (⌫ = 0,01) для 1 � { = 0,1; 2 � { = 0,2; 3 � { = 0,5.
Сплошная линия � численный анализ, пунктир � аналитическое решение [8]

нижней ветви нейтральной кривой и крити-
ческих значений параметров ↵⇤, �V⇤, когда
впервые происходит потеря устойчивости, с
аналитическими результатами [8].

Как видно из рис. 3, система дестаби-
лизируется при увеличении коэффициента
сцепления электростатической и гидродина-
мической частей задачи {, что подтвержда-
ется как асимптотическими решениями [4, 5,
8], так и экспериментальными данными [7].

Заключение

Численно рассмотрена электрокинетиче-
ская неустойчивость как один из возмож-
ных механизмов перехода от предельных к
сверхпредельным режимам около электри-
ческой мембраны. На состояние одномер-
ного равновесия, соответствующее предель-
ным токам, накладывались малые возмуще-
ния и рассматривалось поведение этих воз-
мущений. В случае роста возмущений про-
исходит смена то́ковых режимов. Разработан
новый подход к решению линеаризованной
системы Нернста–Планка–Пуассона–Стокса:
⌧–модификация метода Галёркина с полино-
мами Чебышёва в качестве базисных функ-
ций. При малых числах Дебая численные
расчеты хорошо соответствуют аналитиче-
ским результатам.
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