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The paper examines methodological aspects related to the application of mathematical methods in
economics. In particular, a variant for determining a mathematical model is offered, and categorization
approach is used to determine transport space as an economic subspace. The paper includes examples of
tables for the calculation of different transport space characteristics that underlie its statistical model.

В настоящей работе предлагается вари-
ант определения математической модели, как
системы математических предложений, со-
держащих определение геометрического про-
странства модели, систему уравнений «дви-
жения» модели в этом пространстве и описа-
ние группы симметрии этой системы уравне-
ний. Приводится пример построения соответ-
ствующей модели транспортного простран-
ства.

Экономическое пространство — это об-
ласть действия основных факторов, проявля-
емых в процессе финансово-хозяйственной де-
ятельности субъектов на определенной терри-
тории, где действуют единые законы регули-
рования экономических процессов.

Известно, что с течением времени эти
законы изменяются, формы экономического
развития совершенствуются, что влечет за со-
бой изменение или разрушение экономическо-
го пространства. Функционирование экономи-
ческого пространства существенно зависит от
сложности его структурных составляющих,
которые можно назвать подпространствами.
Одним из основных подпространств экономи-
ческого пространства является транспортное.
О нем в дальнейшем пойдет речь.

В качестве метода исследования структу-
ры экономического пространства выбран ме-
тод математического моделирования. Несмот-
ря на обилие работ, посвященных «математи-
ческим моделям», определение этого понятия
в научной литературе (например, в [2, 4, 5, 7])
неполно. Приводимые определения, по суще-
ству, представляют математическую модель
как некий набор уравнений и неравенств,
устанавливающих связь между параметрами
моделируемой системы. Часто это алгебраи-
ческие уравнения и неравенства, дифферен-
циальные уравнения, обыкновенные или в
частных производных. Таким образом, реа-
лизация математической модели — это ре-
шение некоторой системы уравнений и нера-
венств, что отражает лишь аналитический
уровень модели. Специфика неизвестных этой
системы определяется в основном характе-
ром целевых функций и условиями экспе-
римента по созданию. Среди системообразу-
ющих факторов могут быть дискретные и
непрерывные величины, векторные и число-
вые характеристики и т. д. Следовательно,
неизвестные системы уравнений, определяю-
щих модель, порождают некоторое геомет-
рическое пространство. Используя ковариа-
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ционный анализ, можно определить главные
факторы системы уравнений, приняв их за
базисные факторы того пространства, в ко-
ординатной системе которого и записана си-
стема уравнений, задающая модель. Вместе
с координатной системой пространства вво-
дится система параметров, задающих «вид»
модели, как части пространства, которое бу-
дем называть пространством модели, а систе-
му уравнений модели — уравнениями «движе-
ния» модели.

Построение математической модели кро-
ме геометрического и аналитического уровней
должно включать и алгебраический, состоя-
щий в построении группы симметрии моде-
ли. При этом нужно выделить все геометри-
ческие преобразования пространства модели,
которые переводят систему уравнений, опре-
деляющих модель, в эквивалентную систему,
то есть те, при которых модель «не разруша-
ется». Такие преобразования образуют груп-
пу, которую будем называть группой симмет-
рии модели. Данная группа действует на про-
странстве модели и имеет конечный набор ин-
вариантов. В терминах инвариантов система
уравнений «движения» модели имеет канони-
ческий вид. В прикладных задачах (в том чис-
ле и в задачах математической экономики) ос-
новные закономерности «поведения» модели
следует формулировать в терминах инвариан-
тов, а не в понятиях первичного эксперимента
при создании модели. Использование концеп-
ции математического моделирования в эконо-
мических исследованиях подразумевает логи-
стическую цепочку (рис. 1).

Исследования экономического направле-
ния (блок 1, рис. 1) практически не содержит
определений, лемм и теорем, с другой сторо-
ны (блок 4), исследование в теоретической ма-
тематике не обходится без них. То есть, логи-
стическая база блока 4 является более содер-
жательной. Промежуточные блоки 2 и 3 по-
следовательно усиливают логистическую ба-
зу блока 1, доводя ее до уровня базы блока 4.
На уровне связей блоков 2 и 3 и формируется
математическая модель.

Наличие в описании модели всех трех
уровней (геометрического, аналитического и
алгебраического) облегчает поиск адекватной
абстрактной математической модели (блок 4).
Язык теории категорий [9] вполне подходит
для формального описании математической
модели. Например, для линейных моделей —
это линейная алгебра, где объекты — ли-

нейные пространства, а морфизмы — линей-
ные операторы, группы симметрии — это ли-
нейные группы, которые сводятся к группам
матриц и т.д. Теория категорий как матема-
тическая теория достаточно популярна, она
позволяет четко уяснить методологическую
суть прикладного исследования [7, 9]. Попу-
лярность теории категорий как метода ис-
следования может подсказать путь развития
соответствующей экономико-математической
модели по аналогии с тем, как математи-
ческая категория, соответствующая модели,
«развивалась» в абстрактной математике.

В современной литературе достаточно
много примеров использования в прикладных
целях концепции математического моде-
лирования. В данной работе предлагается
вариант определения математической модели
и приводится пример построения соответству-
ющей модели транспортного пространства.

1. Определение математической
модели

Математическая модель — это систе-
ма математических предложений, содержа-
щих определение геометрического простран-
ства модели, систему уравнений «движения»
модели в этом пространстве, описание группы
симметрии этой системы уравнений.

В качестве примера математической моде-
ли (без алгебраической составляющей) мож-
но привести так называемый метод «затраты-
выпуск» В.В. Леонтьева для количественно-
го анализа динамики экономики США [3], в
отечественной науке называемый экономико-
математической моделью межотраслевого ба-
ланса. Модель Леонтьева «затраты-выпуск»
сводится к системе линейных уравнений и
неравенств, в которых переменные — коор-
динаты вектора валового выпуска, а элемен-
ты матрицы системы (технологической мат-
рицы) — коэффициенты прямых затрат ре-
сурсов по отраслям для производства соот-
ветствующего объема товаров. В этой модели
пространство отраслевого производства (про-
странство модели) подразумевается евклидо-
вым, размерность его равна числу отраслей, а
система уравнений «движения» является ал-
гебраической системой линейных уравнений
и неравенств. Очевидно, что это будет груп-
па неособенных матриц Н, перестановочных с
технологической матрицей Т. В данном слу-
чае все эти матрицы Н соответствуют тем ли-
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Рис. 1. Схема формирования экономико-математической модели

нейным преобразованиям пространства моде-
ли, которые не меняют технологию производ-
ства (из перестановочности НТ = ТН следует
сохранение матрицы Т: HTH−1 = T).

По аналогии с моделью Леонтьева постро-
им модель транспортного пространства. Ма-
тематическая модель, как любая математиче-
ская категория, состоит из объектов и мор-
физмов. В модели транспортного простран-
ства объекты — точки линейного простран-
ства, т. е. вектора, характеризующие состоя-
ние транспортной системы в данный момент
времени. В дальнейшем будет показано, как
можно определить базис пространства и ис-
толковать координаты вектора. Морфизмами
являются линейные преобразования, матри-
цы которых представляют собой аналог тех-
нологических матриц в модели Леонтьева. В
дальнейшем будем называть их матрицами
управления состояния транспортной системы.

Выбор линейной модели для иллюстрации
идеи категорного подхода не является наи-
лучшим или однозначно определяемым суще-
ством транспортной системы. Однако линей-
ная модель наиболее разработана, чаще дру-
гих применяема и наиболее понятна для спе-
циалистов самого различного профиля, тем
более, что на локальном уровне любая мате-
матическая модель линейна.

Для реализации предлагаемой идеи необ-
ходимо предварительно проанализировать
бытующее определение транспорта и выде-
лить в нем то существенное, что влияет на
выбор геометрической модели пространства,
в которой функционирует транспорт. Понятие
«транспорт» за последние 200 лет серьезно
изменилось по содержательному наполнению.
Согласно классическому определению транс-
порт — это механическое средство, позволяю-
щее перемещать грузы и людей в физическом
пространстве [1, 8]. С появлением сети авто-
мобильных и железных дорог на первое ме-

сто вышла стоимостная характеристика. Сле-
дующее расширение толкования транспортно-
го средства произошло за счет подключения к
понятию «транспорт» трубопроводов. В рабо-
те [6] введено также понятие электропровод-
ного транспорта.

Вместе с тем, переход на стоимостные
характеристики позволяет расширить пере-
чень видов транспорта, предполагая, напри-
мер, перемещение финансовых, информаци-
онных потоков и т. д. Это дает возможность
использовать универсальную количественную
характеристику различных видов транспор-
та. В дальнейшем будем придерживаться сле-
дующего определения: транспорт — средство,
позволяющее перемещать в экономическом
пространстве товар или его стоимостной эк-
вивалент.

Перейдем непосредственно к построе-
нию линейной модели транспортного про-
странства (в дальнейшем по тексту Т-
пространство). Прежде всего, рассмотрим 6
видов транспорта: ТА — автомобильный;
Тв — воздушный; Твд — водный; Тж — желез-
нодорожный; Ттр — трубопроводный; Тэ —
электропроводный, как пространствообразу-
ющие факторы, которые можно считать неза-
висимыми с точностью до технологической
зависимости одного вида транспорта от дру-
гого. Доля технологической зависимости вхо-
дит в соответствующий стоимостной коэффи-
циент эксплуатации данного вида транспорта
в определенный период времени. Технологи-
ческая внутривидовая зависимость не сказы-
вается существенно на видах транспорта, как
средствах перемещения продукта в экономи-
ческом пространстве. Корреляционная мат-
рица межвидовых транспортных зависимо-
стей предполагается незначимой. Тогда ука-
занные 6 видов транспорта как простран-
ствообразующие факторы можно отнести к
базисной системе векторов Т-пространства.
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Таблица связей пространств VT и VR

Виды ресурсов (ре-
сурсное наполнение
транспортного про-
странства)

Виды транспорта

Авто-
мобильный

Воздушный Водный Железно-
дорожный

Трубо-
проводный

Электро-
проводный

R1 С11 С12 С13 С14 С15 С16

R2 С21 С22 С23 С24 С25 С26

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Rt−1 Сt−1,1 Сt−1,2 Сt−1,3 Сt−1,4 Сt−1,5 Сt−1,6

Rt Сt1 Сt2 Сt3 Сt4 Сt5 Сt6

Следовательно, размерность Т-пространства
равна 6 (dim Т = 6). Точка x ∈ T, име-
ет вид x = (x1, x2, . . . , x6) и, следовательно
x = x1TA + x2TВ + . . .+ x6TЭ.

Таким образом, состояние транспортной
системы в конкретной точке x ∈ T — это ли-
нейная комбинация базисных видов. Коорди-
наты xк — коэффициенты насыщения данным
видом транспорта состояния системы в точке
х в стоимостном эквиваленте (удельная сто-
имость расходов конкретного вида транспор-
та в точке x ∈ T). Будем считать xk > 0.
Следовательно, Т-пространство — это вы-
пуклое подмножество шестимерного евклидо-
ва пространства. Если виды транспорта ТА,
Тв,. . . ,Тэ линейно независимы, то это вы-
пуклое подмножество является пятимерным
симплексом с вершинами ТА,Тв,. . . ,Тэ, то-
гда xк — барицентрические координаты точек
симплекса.

После формализации объекта транспорт-
ного пространства, рассмотрим вопрос о
морфизмах этого пространства. Поскольку
транспортное пространство Т — это выпуклое
подмножество линейного пространства (обо-
значим его VТ), морфизмами будут линейные
преобразования F : VT → VT , для которых
Т-пространство является инвариантным под-
множеством, т. е. F(T ) ⊂ T . Если рассмат-
ривается вопрос взаимодействия двух транс-
портных пространств Т1 и Т2, (это могут
быть транспортные пространства различных
территорий), то морфизмами являются ли-
нейные операторы S : VT1 → VT2 , для которых
S(T1) ⊂ T2. Пусть x = (x1, x2, . . . , x6) ∈ T1

и y = (y1, y2, . . . , y6) ∈ T2. Тогда матрица S
размера 6×6 ведет себя как технологическая
матрица в схеме «вход – выход» Sx′ = y′,

где x′,y′ — транспонированные строки х и y
(рис. 2).

x' y'

( )вход ( )выход
(система управления)

S

Рис. 2

Таким образом, технология управления
транспортным пространством, определяемая
матрицей S, распространяется если и не на
все Т-пространство, то на достаточно боль-
шое подмножество из Т1. Например, на всюду
плотное подмножество A ⊂ T1. Возникает си-
туация, в которой приходится рассматривать
действие S на k векторов из Т1, которые S
преобразует в k векторов из Т2. Если k век-
торов из Т1 записать столбцами матрицы Х,
а соответствующие им k векторов из Т2 запи-
сать столбцами матрицы Y, то действие S на
систему векторов можно представить произ-
ведением матриц SX=Y. В результате полу-
чим схему (рис. 3) и матричную реализацию
SX=Y, где Х — матрица размера 6×k, в ко-
торой каждый столбец является вектором из
Т1. Аналогично: Y — матрица размера 6×k,
все столбцы которой являются векторами из
Т2.

X

( )вход ( )выход
(система управления)

S Y

Рис. 3

В матрице Х все столбца различны, а
столбцы матрицы Y могут быть одинаковы-
ми. Произведение матриц S и Х имеет вполне
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определенный смысл на языке управления.
Пусть X(i) и Y(i) соответственно i-тая стро-
ка матрицы Х и j-тая строка матрицы Y,

тогда Y(j) =
6∑

i=1
sjiX

(i). Можно считать, что

строчки матрицы S описывают технологиче-
ский потенциал управления транспортной си-
стемой Х. Поскольку SE=S (Е — единичная
матрица), то можно сказать, что этот потен-
циал «отсчитывается» от единичной матри-
цы, у которой потенциал управления равен
нулю, так как EX=X.

В экономическом пространстве любой
территории с транспортом связано еще од-
но пространство, которое будем называть ре-
сурсным Т-пространством и обозначим его че-
рез R. Каждый вид транспорта имеет ресурс-
ное наполнение и представляется вектором
ресурсного наполнения, принадлежащим вы-
пуклому подмножеству R, входящему в ли-
нейное пространство VR, размерность которо-
го равна числу базисных ресурсов. Таковыми
могут быть товарная и денежная массы, тру-
довой и информационные ресурсы и т.п.

Предположим, что число базисных ресур-
сов в нашей модели равно t, т. е. dimVR = t.
Линейное преобразование P : VR → VR —
преобразование ресурсного пространства
(матрица Р имеет размер t × t, при этом
P (R) ⊂ R). Пусть L : VT → VR — линей-
ный оператор, ставящий в соответствие век-
тору x ∈ T ⊂ VT вектор L (x) ∈ R ∈ VR, т.е.
L (T) ⊂ R (размер матрицы L равен t×6). По-
скольку преобразование транспортного про-
странства T ⊂ VT адекватно описывается на
языке ресурсного обеспечения видов транс-
порта, необходимо потребовать коммутатив-
ность диаграммы (рис. 4)

V
T

V
R

V
T

V
R

PF

L

L

Рис. 4

где Р — линейное преобразование
VR → VR, соответствующее преобразованию
F : VT → VT на языке ресурсного обеспече-
ния точек пространства Т.

Коммутативность диаграммы PL=LF
означает, что результат преобразования

транспортной системы F : T → T в про-
странстве VT , т. е. на «языке» базисных видов
транспорта, переведенный на язык базисных
ресурсов транспортной системы оператором
L, должен совпадать с результатом преобра-
зования в ресурсном пространстве P : R→ R,
которое действует на вектора ресурсного на-
полнения видов транспорта, переведенных на
«язык» ресурсов оператором L.

Столбцами матрицы L являются векто-
ра ресурсного наполнения базисных видов
транспорта. Строками — векторы распреде-
ления конкретного ресурса по всем базисным
видам транспорта (таблица).

Пусть
∑

k =
6∑

j=1
Ckj . Введем удельный

стоимостной коэффициент skj = Ckj/
∑

k. Та-

ким образом,
6∑

j=1
skj = 1, а удельные стои-

мостные коэффициенты skj являются элемен-
тами матрицы S.

Для диаграммы (рис. 4) PL = LF опреде-
ляются две группы линейных операторов пре-
образований GP : VR → VR и GF : VT → VT .
GP — это группа всех линейных преобразо-
ваний H : VR → VR таких, что HP = PH.
Соответственно, группа GF — это множество
всех линейных преобразований F : VT → VT

таких, что FL = LF. На этом и заканчивается
построение математической модели в соответ-
ствии с категорным подходом.

Таким образом, мы можем сделать следу-
ющие выводы.

1) Пространство модели имеет две реали-
зации: VT — пространство по видам транспор-
та, VR — пространство с позиции ресурсно-
го наполнения видов транспорта. Линейный
оператор L (сплетающий оператор) связывает
оба представления транспортного простран-
ства коммутативной диаграммой (рис. 4). Оба
пространства евклидовы, а операторы диа-
граммы — линейные.

2) Аналитическая часть построенной мо-
дели выражается алгебраическими система-
ми линейных уравнений Sx = y (x ∈ VT,
y ∈ VR), либо матричными уравнениями
SX = Y.

3) Алгебраический уровень модели харак-
теризуется парой групп линейных преобразо-
ваний GP и GF , связанных коммутативной
диаграммой (рис. 4).
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