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Abstract. We formulated the sufficiently general 2D mathematical model of time-dependent non-

isothermal transport process of binary electrolyte in electromembrane system (EMS) in coaction
of forced, gravitational and electroconvection in potentiostatic mode. For definiteness, we consider
desalination channel of electrodialysis apparatus (EDA) as EMS.

The model is a boundary value problem for a system of quasilinear partial differential equations.
The initial system of equations describing time-dependent transfer of binary electrolyte ions in
an electric field consists of the hydrodynamic equations and the equations of the Nernst-Planck-
Poisson. For the density of the solution the Boussinesq approximation is used. The density of
buoyancy forces in this paper is supposed to be conditioned just by a concentration polarization
of the solution. A detailed description of the initial and boundary conditions is given.

Computational experiments are made with varying the initial concentration of the solution from
100 mol/m3 down to 1 mol/m3 using the Comsol Multiphysics software.

It is shown that at the beginning of the desalination process of the pumping solution with a
concentration of 10 mol/m3 or more, the gravitational convection is a dominating process, while
the role of electroconvection is negligible. However, when the time goes by and the concentration
decreases in the desalting process, the role of gravitational convection declines, while the role of
electroconvection increases. For sufficiently diluted solutions, with a concentration of less than
1 mol/m3, the role of gravitational convection is negligible, and the electroconvection dominates
from the beginning of the desalination process.

Keywords: mathematical modelling, boundary value problems, partial differential equations,
mass transfer, electromembrane system, purification of water solutions, water treatment, forced
convection, gravitational convection, electroconvection

1. Физическая постановка задачи

В [1] обосновано, что при математиче-
ском моделировании процесса обессоливания
во многих случаях достаточно рассмотреть
электромассоперенос только в камере обес-
соливания, считая концентрацию в камерах

концентрирования постоянной и учитывая
влияние катионообменной и анионообменной
мембран в виде граничных условий.

Чтобы теоретически изучить взаимодей-
ствие вынужденной, гравитационной и элек-
троконвекции в процессе массопереноса, рас-
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смотрим двумерную задачу переноса бинар-
ного электролита в гладком прямоугольном
канале обессоливания ЭДА (рис. 1) в потен-
циостатическом режиме с учетом гравита-
ционной, вынужденной и электроконвекции.
В [2] показано, что влияние третьего про-
странственного измерения на процессы в ка-
налах ЭДА незначительно, поэтому, как пра-
вило, достаточно рассмотрения двумерного
случая. Будем считать рассматриваемые ка-
тионообменные и анионообменные мембраны
гомогенными.

2. Математическая постановка задачи

2.1. Система уравнений
Исходная система уравнений, описываю-

щая нестационарный перенос ионов бинар-
ного электролита под действием наложенно-
го электрического поля, состоит из уравне-
ний гидродинамики и уравнений Нернста–
Планка–Пуассона [3]. Векторная запись этой
системы для бинарного электролита имеет
вид
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Здесь (2.1) � уравнение Нернста–Планка
с учетом соотношения Нернста–Эйнштейна,
(2.2) � условие материального баланса,
(2.3) � уравнение Пуассона, (2.4) – усло-
вие протекания электрического тока, (2.5),
(2.6) � уравнения Навье–Стокса.

В приближении локального термодина-
мического равновесия плотность раствора
бинарного электролита является функцией
давления P , температуры T и концентрации
C [4]. В данной работе температура раствора
предполагается постоянной, то есть игнори-
руется Джоулев разогрев раствора, что до-
пустимо для не слишком разбавленных рас-
творов. В этом случае плотность раствора
не зависит от температуры. Выберем в жид-
кости произвольный объем V и разложим
функцию ⇢(P,C1, C2) в ряд Тейлора около
характерных значений давления P0 и кон-
центрации C0. Ограничиваясь первыми чле-
нами разложения, получим
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В приближении Буссинеска вторым слагае-
мым можно пренебречь, таким образом, для
рассматриваемой задачи получаем
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Величины @⇢/@C1, @⇢/@C2 в формуле (2.7),
в общем случае зависят от концентраций C1,
C2, но при небольших изменениях C1, C2 их
можно считать постоянными [5]
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Таким образом, плотность архимедовых
сил плавучести в приближении Бусси-
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Рис. 1. Схематическое изображение канала обессоливания: � � угол наклона; МА �
анионообменная мембрана; МК � катионообменная мембрана, H � ширина канала

(межмембранное расстояние), L � длина канала, V0 � скорость прокачивания раствора

неска, возникающая за счет концентра-
ционной поляризации раствора, равна
f
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Замечение 1. Подставляя (2.1) в (2.2),

получаем для C1, C2 уравнения
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2.2. Краевые условия
Будем рассматривать потенциостатиче-

ский режим, предполагая проводящие по-
верхности ионообменных мембран эквипо-
тенциальными, следовательно

'(H, y, t)� '(0, y, t) = d
'

, (2.9)

y 2 [0, L], t > 0,

где d
'

� известное падение потенциала на
камере обессоливания.

Наряду с условием (2.9) будем использо-
вать следующие граничные условия:

1) На поверхности анионообменной мем-
браны будем считать граничную концентра-
цию анионов равной фиксированному заряду
внутри мембраны

C2 (0, y, t) = C
am

, (2.10)

y 2 [0, L], t > 0.

Кроме того, предположим анионообменную
мембрану идеально селективной, т.е. непро-
ницаемой для катионов
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Здесь и далее n � вектор внешней нормали
к поверхности.

2) На поверхности катионообменной мем-
браны будем считать граничную концентра-
цию катионов равной фиксированному заря-
ду внутри мембраны

C1 (H, y, t) = C
km

, (2.12)

y 2 [0, L], t > 0.
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Кроме того, предположим катионообменную
мембрану идеально селективной, т.е. непро-
ницаемой для анионов
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3) Для скорости на поверхности ионооб-
менных мембран используем условие прили-
пания

V(0, y, t) = 0, V(H, y, t) = 0, (2.14)

y 2 [0, L], t > 0.

4) На входе в канал обессоливания (y = 0,
x 2 [0, H], t > 0) будем считать заданными
концентрацию ионов и скорость течения рас-
твора. В зависимости от целей исследования,
они могут считаться либо постоянными, либо
распределенными по другому закону, напри-
мер, концентрацию можно считать постоян-
ной, а течение на входе � Пуазейлевским
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Будем считать, что концентрации на вхо-
де удовлетворяют условию электронейтраль-
ности и через вход канала ток не течет, т.е.
nI = 0. Откуда следует, что для потенциала
на входе получим условие

nr' = �nr(z1D1C1 + z2D2C2)⇥

⇥ RT
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Для симметричного бинарного электролита
с одинаковыми коэффициентами диффузии
катионов и анионов (2.15) предельно упро-
щается nr' = 0.

5) На выходе из рассматриваемой обла-
сти (y = L, 2 [0, H], t > 0) для концен-
трации будем использовать условие, означа-
ющее, что ионы выносятся из канала только
за счет конвективного течения:

�nj
i

(x, L, t) = �V
y

(x, L, t)C
i

(x, L, t),

т.е.

� F

RT
z
i

D
i

C
i

@'

@y
�D

i

@C
i

@y
= 0, i = 1, 2.

Для потенциала будем использовать
условие, отсутствия протекание тока через
выход, т.е. условие (2.15).

Поскольку в данной задаче возможно
возникновение нестационарных вихрей, то
граничные условия для скорости на выходе
из канала обессоливания могут дать вычис-
лительные артефакты близи выхода. Для ре-
шения этой проблемы используется предпо-
ложение, что течение на выходе также явля-
ется Пуазейлевским, но задается давление в
угловых точках
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6) Начальные условия при t = 0 зави-
сят от целей исследования, примем их, по
возможности, согласованными с остальными
граничными условиями, например:
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Линейное распределение потенциала со-
ответствует выполнению закона Ома на вхо-
де в канал обессоливания.

3. Основные закономерности
взаимодействия вынужденной,

гравитационной и электроконвекции

Ниже представлены некоторые результа-
ты численных экспериментов для раствора
NaCl при следующих значениях входных па-
раметров: ширина канала H = 1 мм, длина
канала L = 2 мм. Начальная скорость про-
качивания раствора равна V0 = 10

�6 м/с,
падение потенциала d

'

= �0,1 В, началь-
ная концентрация раствора уменьшалась от
C0 = 100 моль/м3 до C0 = 1 моль/м3, темпе-
ратура раствора T = 293 K, угол � = 0 (вер-
тикальное положение канала, раствор прока-
чивается снизу-верх).
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3.1. Взаимодействие вынужденной,
гравитационной и электроконвекции

при начальной концентрации
100 моль/м3

Ниже на рис. 2–6 приведены линии то-
ка раствора при различных временах в слу-
чае C0 = 100 моль/м3, когда учитывается:
а) вынужденная конвекция и гравитацион-
ная конвекция, б) вынужденная конвекция
и электроконвекция, в) все три вида кон-
векции. Распределение концентрации кати-
онов отражено тоном согласно шкалам на
рисунках. Распределение концентрации ани-
онов практически симметрично распределе-
нию концентрации катионов относительно
середины канала, в пределах возможности
визуализации.

Как видно из рис. 2 течение раствора в
случаях а) и б) совершенно разные. Из рис.
2в следует, что в случае совместного дей-
ствия всех трех видов конвекции электрокон-
векция на течение раствора практически не
влияет. Аналогичная картина наблюдается и
на рис. 3 при t = 15c, хотя, как следует из
рис. 3б, к тому времени имеется достаточно
развитая электроконвекция.

При 50 с (рис. 4), 100 с (рис. 5), 200 с
(рис. 6) и более все заметнее существен-
ное влияние электроконвекции, хотя грави-
тационная конвекция является определяю-
щей. По-видимому, электроконвекцию нуж-
но рассматривать как возмущающий фак-
тор при доминирующей роли гравитацион-
ной конвекции.

3.2. Взаимодействие вынужденной,
гравитационной и электроконвекции

при начальной концентрации
10 моль/м3

Как показывают результаты моделирова-
ния, вышеуказанные закономерности сохра-
няются и при уменьшении начальной кон-
центрации до C0 = 10 моль/м3. В целях
сокращения объема статьи приведем только
результат для времени t = 200 c (рис. 7).

3.3. Взаимодействие вынужденной,
гравитационной и электроконвекции

при начальной концентрации 1 моль/м3

Как показывают результаты моделирова-
ния, при достаточно малых начальных кон-
центрациях гравитационная конвекция на
первых секундах практически не влияет на

течение раствора. В то же время уже при
5 с имеются ощутимые искажения течения,
вызванные электроконвекцией. Влияние гра-
витационной конвекции заключается в неко-
тором количественном уменьшении влияния
электроконвекции без изменения качествен-
ного характера течения, эта тенденция со-
храняется и при 15 с. Однако с дальней-
шим уменьшением концентрации влияние
гравитационной конвекции на течение рас-
твора практически отсутствует (рис. 8б, 8в),
при определяющей роли электроконвекции,
несмотря на то, что при отсутствии электро-
конвекции гравитационная конвекция суще-
ственно влияет на течение раствора (рис. 8а).
При временах, больших чем 200 с, концен-
трация становится настолько малой, что гра-
витационная конвекция практически не вли-
яет на течение раствора и течение раство-
ра полностью определяется взаимодействи-
ем электроконвекции и вынужденной кон-
векции.

Выводы

1) Построена достаточно общая матема-
тическая модель нестационарного переноса
бинарного электролита в электромембран-
ных системах с учетом совместного действия
гравитационной, вынужденной и электро-
конвекции. Она представляет собой краевую
задачу для системы квазилинейных уравне-
ний в частных производных.

2) Показано, что вначале процесса обес-
соливания движущего раствора с концентра-
цией от 10 моль/м3 и более, гравитационная
конвекция является определяющим процес-
сом, при незначительной или ничтожной ро-
ли электроконвекции. Однако со временем,
когда концентрация в процессе обессолива-
ния уменьшается, роль гравитационной кон-
векции начинает падать при одновременном
возрастании роли электроконвекции.

3) Для достаточно разбавленных раство-
ров, с концентрацией меньше 1 моль/м3,
роль гравитационной конвекции ничтожна,
а электроконвекция является определяющим
процессом с самого начала процесса обессо-
ливания.

4) В коротких каналах обессоливания
электроконвекция может более активно про-
являться у анионообменной мембраны и сла-
бо зависать от концентрации раствора.

Как показывает проведенное выше иссле-
дование, в области высоких скачков потенци-
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а) б) в)

Рис. 2. Течение раствора и концентрация катионов при t = 5 c. Начальная концентрация
100 моль/м3

а) б) в)

Рис. 3. Течение раствора и концентрация катионов при t = 15 c. Начальная концентрация
100 моль/м3
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а) б) в)

Рис. 4. Течение раствора и концентрация катионов при t = 50 c. Начальная концентрация
100 моль/м3

а) б) в)

Рис. 5. Течение раствора и концентрация катионов при t = 100 c. Начальная концентрация
100 моль/м3
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а) б) в)

Рис. 6. Течение раствора и концентрация катионов при t = 200 c. Начальная концентрация
100 моль/м3

а) б) в)

Рис. 7. Течение раствора и концентрация катионов при t = 200 c. Начальная концентрация
10 моль/м3
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а) б) в)

Рис. 8. Течение раствора и концентрация катионов при t = 200 c. Начальная концентрация
1 моль/м3

ала концентрация раствора вблизи поверх-
ности мембран сильно падает, что в прин-
ципе должно вызвать его Джоулев разогрев.
В этом случае процесс переноса становится
неизотермическим и модель необходимо до-
полнить уравнением теплопроводности с ис-
точниками тепла и соответствующими гра-
ничными условиями [6]. Построению такой
модели и ее применению к исследованию
неизотермического нестационарного перено-
са с учетом вынужденной, гравитационной и
электроконвекции будет посвящено дальней-
шее исследование.
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