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Abstract. We described earlier, that both in dynamic and in static mixed boundary value

problems can occur the localization of processes, which are described by the considered boundary
problem. At the same time some new phenomena, which were not investigated earlier, are
revealed. Block element approach is a useful tool for the investigation of phenomena of localization
processes because the wording of the conditions of localization is based on the integral method
of factorization, which is included in the algorithm of block elements building. The conditions
of vibration localization process by the example of the mixed boundary problem concerning the
vibration of coatings with defects are listed below. The investigation is based on the block element
approach and also on “natural viruses” theory developed earlier in the study. The connection
between the integral equations of the considered boundary value problem with the same ones in
the specified theory is found.
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1. Возможность локализации процессов,
описываемых смешанными граничными за-
дачами, достаточно детально описана в [1–4].
Процесс локализации отличается от резо-
нансного состояния прежде всего тем, что
его параметры нельзя определить тради-
ционным вариационным подходом, который
применяется для выявления параметров ре-
зонанса. Для выявления локализации приме-
няется достаточно сложный математический
аппарат, использующий факторизационные
методы, метод блочного элемента, тесно свя-
занного с применением топологии, внешне-
го анализа. Практически все смешанные гра-
ничные задачи при некоторых соотношениях
параметров, названных �проявлениями при-
родного вируса� [1–4], приводятся к лока-
лизации решений. Ниже на примере зада-
чи [5] показано, каким образом достигает-
ся локализация процесса, описываемого сме-
шанной граничной задачей. Не вдаваясь в
детали алгоритма применения блочных эле-
ментов в граничных задач и факторизацион-
ных подходов, изложенных в [4–14], приве-
дем определяющие уравнения для блочной
структуры, состоящей из двумерных фраг-
ментов покрытия на трехмерной подложке,
сохранив обозначения работ [5–7]. Уравне-
ние Кирхгофа для некоторого блока b покры-
тия, b = 1,2, . . . , B, занимающего область ⌦b

с границей @⌦b, при вертикальных гармони-
ческих воздействиях напряжением t3b имеет
вид

rb (@x1, @x2)u3b � "5bg3b = "5bt3b, (1)

Rb(�i↵1,�i↵2)U3b = ("3b(↵
2
1 + ↵2

2)
2 � "4b)U3b,

U3b = F2u3b, G3b = F2g3b, b = 1,2, . . . , B.

Здесь u3b � амплитуда вертикальных пе-
ремещений пластины

"1b = 0,5(1� ⌫b), "2b = 0,5(1 + ⌫b),

"3b =
h2b
12

, "4b = !2⇢b
1� ⌫2b
Eb

,

"5b =
1� ⌫2b
Ebhb

.

(2)

Здесь для пластин приняты обозначения:
⌫ � коэффициент Пуассона, E � модуль
Юнга, h � толщина, ⇢ � плотность, ! �
частота колебаний, g3b, t3b � значения кон-
тактных напряжений и внешних давлений,
действующих вдоль оси x3 в области ⌦b,

F2 ⌘ F2(↵1,↵2) и F1 ⌘ F1(↵1) � двумер-
ный и одномерный операторы преобразова-
ния Фурье соответственно.

В локальной системе координат x1x2x3 с
плоскостью x1x2, совпадающей со срединной
плоскостью пластины, осью ox3, направлен-
ной по нормали к пластине, осью ox1, на-
правленной по касательной к границе, осью
ox2 � по нормали к границе, граничные
условия могут быть заданы любыми двумя
из представленных ниже четырех соотноше-
ний, а именно, в виде вертикального переме-
щения на границе

u3b = f1(@⌦b); (3)

поворота срединной плоскости вокруг оси x1,

@u3b
@x2

= f2(@⌦b); (4)

момента изгиба на границе

M = �D

✓
@2u3
@x21

+ ⌫
@2u3
@x22

◆
= f3(@⌦b),

D =

Eh2

12(1� ⌫2)
;

(5)

перерезывающей силы на границе

Q = �D

✓
@3u3
@x32

+ (2� ⌫)
@3u3

@x21@x2

◆
=

= f4(@⌦b). (6)

Соотношения между напряжениями на по-
верхности слоистой среды gkb, k = 1,2,3 и
перемещениями uk, k = 1,2,3, имеют вид (2),
со свойствами

u3(x1, x2, x3) =

=

1

4⇡2

1Z

�1

Z
K(↵1,↵2, x3)G(↵1,↵2)⇥

⇥ e�ih↵,xid↵1d↵2, (7)

h↵, xi = ↵1x1 + ↵2x2,

K(↵1,↵2,0) = O(A�1
),

A =

q
↵2
1 + ↵2

2 ! 1.

Здесь K (↵1,↵2, x3) � аналитическая функ-
ция двух комплексных переменных ↵k, в
частности, мероморфная, ее многочисленные
примеры приведены в [15–19].
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2. Для рассматриваемого случая в [5–7]
построены функциональные уравнения гра-
ничной задачи для каждого блока, причем
вопрос взаимодействия блоков не изучался.

Для исследования взаимодействия бло-
ков ограничимся блочной структурой, со-
стоящей из двух разнотипных полубесконеч-
ных пластин Кирхгофа, контактирующих по
координатной оси x1. Тогда, отправляясь
от функциональных уравнений для пластин,
имеющих в общем случае вид [5–7]

Rb(�i↵1b,�i↵2b)U3b ⌘
⌘ ("3b(↵

2
1b + ↵2

2b)
2 � "4b)U3b =

= �
Z

@⌦b

!b + "5bF2(g3b + t3b), (8)

b = 1,2, . . . , B,

!b = "3be
ih↵,xi

⇢
�

@3u3b
@x32

� i↵2
@2u3b
@x22

�

�↵2
2
@u3b
@x2

+i↵3
2u3b+2

@3u3b
@x21@x2

�2i↵2
@2u3b
@x21

�
dx1+

+


@3u3b
@x31

�i↵1
@2u3b
@x21

�↵2
1
@u3b
@x1

+i↵3
1u3b

�
dx2

�
,

а в частном случае прямолинейной границы
� форму

!b = "3be
ih↵,xi

⇢
�

i↵2MD�1 �QD�1�

� (↵2
2 + ⌫↵2

1)
@u3b
@xr2

+

+ i↵2
⇥
↵2
2 + (2� ⌫)↵2

1

⇤
u3b

��
dx1,

получаем на левом берегу дефекта сле-
дующую систему псевдодифференциальных
уравнений [12]

F�1
1 (⇠r1)

⌧
�

Z

@⌦b�

⇢
i↵21�D

�1
� M� �D�1

� Q��

� (↵2
21� + ⌫�↵

2
1)
@u3�
@x�2

+

+i↵21�
⇥
↵2
21� + (2� ⌫�)↵

2
1

⇤
u3�

�
ei↵

�
1x

�
1 dx�1+

+ "5�F2(g3� + t3�)

�
= 0, (9)

↵2 = ↵21�, ⇠�1 2 @⌦b�,

F�1
1 (⇠r1)

⌧
�

Z

@⌦b�

⇢
i↵22�D

�1
� M� �D�1

� Q��

� (↵2
22� + ⌫�↵

2
1)
@u3�
@x�2

+

+ i↵22�
⇥
↵2
22� + (2� ⌫�)↵

2
1

⇤
u3�

�
⇥

⇥ ei↵
�
1x

�
1 dx�1 + "5�F2(g3� + t3�)

�
= 0,

↵2 = ↵22�, ⇠�1 2 @⌦b�.

На правом берегу дефекта такие уравнения
имеют вид

F�1
1 (⇠r1)

⌧
�

Z

@⌦br

⇢
i↵21+D

�1
r Mr �D�1

r Qr�

� (↵2
21+ + ⌫r↵

2
1)
@u3r
@xr2

+

+ i↵21+
⇥
↵2
21+ + (2� ⌫r)↵

2
1

⇤
u3r

�
⇥

⇥ ei↵
r
1x

r
1dxr1 + "5rF2(g3r + t3r)

�
= 0, (10)

↵2 = ↵21+, ⇠r1 2 @⌦br,

F�1
1 (⇠r1)

⌧
�

Z

@⌦br

⇢
i↵22+D

�1
r Mr �D�1

r Qr�

� (↵2
22+ + ⌫r↵

2
1)
@u3r
@xr2

+

i↵22�
⇥
↵2
22+ + (2� ⌫r)↵

2
1

⇤
u3r

�
⇥

⇥ ei↵
r
1x

r
1dxr1 + "5rF2(g3r + t3r)

�
= 0,

↵2 = ↵22+, ⇠r1 2 @⌦br.

Здесь F�1
1 � обратный оператор к одномер-

ному преобразованию Фурье.
В подынтегральных функциях принято

↵21� = �i

r
(↵r

1)
2 �

q
"4�

/"3�,

↵22� = �i

r
(↵r

1)
2
+

q
"4�

/"3�,
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↵21+ = i

r
(↵r

1)
2 �

q
"4r

/"3r,

↵22+ = i

r
(↵r

1)
2
+

q
"4r

/"3r.

Введем следующую систему обозначений

Y� = {y1�, y2�} , Z� = {z1�, z2�} ,

Yr = {y1r, y2r} , Zr = {z1r, z2r} ,
F1g = F1(↵1)g, F2g = F2(↵1,↵2)g,

y1� = D�1
� F1M�, y2� = D�1

� F1Q�,

y1r = D�1
r F1Mr, y2r = D�1

r F1Qr,

z1� = F1
@u�
@x�2

, z2� = F1u�,

z1r = F1
@ur
@xr2

, z2r = F1ur,

K� = {k1�, k2�} , Kr = {k1r, k2r} ,
k1� = "5�F2(↵1,↵21�)(g� + t�),

k2� = "5�F2(↵1,↵22�)(g� + t�),

k1r = "5rF2(↵1,↵21+)(gr + tr),

k2r = "5rF2(↵1,↵22+)(gr + tr).

В результате псевдодифференциальные
уравнения для этого случая можно пере-
писать в виде системы алгебраических урав-
нений

� i↵21�y1� + y2� � (↵2
21� + ⌫�↵

2
1)z1�+

+ i↵21�
⇥
↵2
21� + (2� ⌫�)↵

2
1

⇤
z2� + k1� = 0,

� i↵22�y1� + y2� � (↵2
22� + ⌫�↵

2
1)z1�+

+ i↵22�
⇥
↵2
22� + (2� ⌫�)↵

2
1

⇤
z2� + k2� = 0,

� i↵21+y1r + y2r � (↵2
21+ + ⌫r↵

2
1)z1r+

+ i↵21+
⇥
↵2
21+ + (2� ⌫r)↵

2
1

⇤
z2r + k1r = 0,

� i↵22+y1r + y2r � (↵2
22+ + ⌫r↵

2
1)z1r+

+ i↵22+
⇥
↵2
22+ + (2� ⌫r)↵

2
1

⇤
z2r + k2r = 0.

В матричной форме она имеет вид

A�Y�+B�Z�+K� = 0,

ArYr+BrZr+Kr = 0,
(11)

A� =

✓
a11� a12�
a21� a22�

◆
, B� =

✓
b11� b12�
b21� b22�

◆
,

Ar =

✓
a11r a12r
a21r a22r

◆
, Br =

✓
b11r b12r
b21r b22r

◆
,

a11� = �i↵21�, a12� = 1,

a21� = �i↵22�, a22� = 1,

b11� = (↵2
21� + ⌫�↵

2
1),

b12� = �i↵21�
⇥
↵2
21� + (2� ⌫�)↵

2
1

⇤
,

b21� = (↵2
22� + ⌫�↵

2
1),

b22� = �i↵22�
⇥
↵2
22� + (2� ⌫�)↵

2
1

⇤
,

a11r = �i↵21+, a12r = 1,

a21r = �i↵22+, a22r = 1,

b11r = (↵2
21+ + ⌫r↵

2
1),

b12r = �i↵21+
⇥
↵2
21+ + (2� ⌫r)↵

2
1

⇤
,

b21r = (↵2
22+ + ⌫r↵

2
1),

b22r = �i↵22+
⇥
↵2
22+ + (2� ⌫r)↵

2
1

⇤
.

Достоинство топологического метода ре-
шения граничных задач состоит в том, что
он охватывает все естественные виды гра-
ничных условий, которые могут быть сфор-
мулированы на дефектах, трещинах или
разломах, и независимо от типа нагруже-
ния покрытий позволяет однотипно исследо-
вать граничную задачу. Рассматривая псев-
додифференциальные уравнения, можно ви-
деть, что для случая только вертикальных
воздействий на покрытие существует значи-
тельное множество соотношений между на-
пряжениями и перемещениями, действую-
щими на берега трещины, характеризующих
дефект � потенциальную возможность раз-
рушения целостности покрытия. Некоторые
из типов разрушений могут оказаться без-
опасными для эксплуатации изделия с по-
крытием, в то время, как другие могут ока-
заться недопустимыми. Для выявления со-
стояния покрытия с трещинами необходим
детальный анализ решений граничной зада-
чи.

Рассмотрим несколько примеров трес-
нувших покрытий. При отсутствии дефекта
напряжения и перемещения берегов трещи-
ны обязаны совпадать.

Рассмотрим тот случай, когда дефект
представляет свободные от напряжений края
трещины, то есть Y�= Yr = 0. Тогда из си-
стемы (11) находим

Z�= �B�1
� K�, Zr = �B�1

r Kr (12)
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Рассмотрим случай, когда берега дефекта
жестко закреплены, не могут смещаться, то
есть Z� = Zr = 0. Тогда имеем решение в
форме

Y� = �A�1
� K�, Yr = �A�1

r Kr (13)

Рассмотрим случай, когда Z� = Zr и
y1� = y1r = 0. Тогда, решение дается соот-
ношениями

Y�r = �C�1
�r (B

�1
� K� �B�1

r Kr),

C�= B�1
� A�, Cr = B�1

r Ar,

C�r =

✓
c12� �c12r
c22� �c22r

◆
, (14)

Y�r = {y2�, y2r} ,

Y� = {0, y2�} , Yr = {0, y2r} ,

Z� = �B�1
� A�Y��B�1

� K�.

Этот случай можно отнести к категории на-
личия скрытого дефекта, не наблюдаемого
визуально, поскольку перемещения и углы
поворота пластин на дефекте непрерывны.
Тем не менее, имеет место нарушение связ-
ности для компоненты напряжений, что сви-
детельствует о присутствии дефекта. Подоб-
ные примеры различных типов дефектов,
трещин или разломов можно продолжить.
Чтобы понять возможную причину разруше-
ния покрытия в исследуемом месте, целесо-
образно изучить случай отсутствия дефекта
и определить напряженно-деформированное
состояние в этом случае. Тогда надо принять
Y� = Yr, Z� = Zr. В этом случае имеем

Y� = (A�1
� B��A�1

r Br)⇥
⇥(A�1

� K��A�1
r Kr),

Z� = (B�1
� A��B�1

r Ar)⇥
⇥(B�1

� K��B�1
r Kr).

(15)

Таким образом, из приведенных примеров
видно, что топологический метод для данно-
го типа граничных задач удобен и позволяет
однотипно исследовать задачи как с дефек-
тами всех типов, так и при их отсутствии.

Выписав все псевдодифференциальные
уравнения для каждого участка границы и
каждого блока, внеся в них соответствующие
граничные условия и решив извлеченные из

псевдодифференциальных уравнений инте-
гральные уравнения, получим из (8) пред-
ставление решений в каждом блоке, соответ-
ствующем полуплоскости в виде

u3� = F�1
2 [R�(�i↵1,�i↵2)]

�1⇥

⇥
⌧
�

Z

@⌦�

!� + "5�F2(g� + t�)

�
,

u3r = F�1
2 [Rr(�i↵1,�i↵2)]

�1⇥

⇥
⌧
�

Z

@⌦r

!r + "5rF2(gr + tr)

�
(16)

3. Представим соотношение (7) при
x3 = 0 в виде

P�u3(x1, x2,0) +Pru3(x1, x2,0) =

= F�1
2 K(↵1,↵2,0)⇥

⇥ [G�(↵1,↵2) +Gr(↵1,↵2)] , (17)

G�(↵1,↵2) = F2P�g(x1, x2),

Gr(↵1,↵2) = F2Prg(x1, x2).

Здесь P�, Pr � проекторы на левую и пра-
вую полуплоскости, являющиеся носителями
соответствующих плит. Внося соотношения
(16) в левые части (17) и применив преобра-
зования Фурье, получим соотношения вида

[R�(�i↵1,�i↵2)]
�1⇥

⇥
⌧
�

Z

@⌦�

!� + "5�(G� + T�)

�
+

+ [Rr(�i↵1,�i↵2)]
�1⇥

⇥
⌧
�

Z

@⌦r

!r + "5r(Gr + Tr)

�
�

�K(↵1,↵2,0) [G�(↵1,↵2) +Gr(↵1,↵2)] = 0,

T� = F2t�(x1, x2), Tr = F2tr(x1, x2).

Функции G�(↵1,↵2), Gr(↵1,↵2), являющиеся
преобразованиями Фурье функций с носите-
лями в полуплоскостях, являются регуляр-
ными функциями параметров ↵2 при фикси-
рованном ↵1 в левой и правой полуплоско-
стях соответственно. В связи с этим можем
обозначить

G�(↵1,↵2) = G�(↵1,↵2),

Gr(↵1,↵2) = G+(↵1,↵2).
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Внося эти обозначения в предыдущее соотно-
шение, приходим к функциональному урав-
нению Винера–Хопфа следующего вида

MG+ = G� + V, M = K1K
�1
2 ,

K1 = R�1
r "5r �K, K2 = K �R�1

� "5�, (18)

V = K�1
2

 
R�1

�

Z

@⌦�

!� +R�1
r

Z

@⌦r

!r�

�R�1
� "�T� �R�1

r "rTr

!
.

Последнее эквивалентно исследованию инте-
грального уравнения Винера–Хопфа следу-
ющего вида

1Z

0

m(x� ⇠)g(⇠)d⇠ = v+(x),

m(x) =
1

2⇡

1Z

�1

M(↵)e�i↵xd↵,

v+(x) =
1

2⇡

1Z

�1

V (↵)e�i↵xd↵, x > 0.

Для дальнейшего исследования условий ло-
кализации вибрационного процесса и постро-
ения параметров локализации достаточно
воспользоваться условиями, приведенными
в [4].

Решение функционального уравнения
(18) не представляет сложности.

Способы построения его точных или при-
ближенных решений можно найти в рабо-
тах [15–19].

Учитывая, что при ↵2 ! ±1 имеет ме-
сто соотношение M ! const, решение может
быть записано в форме

G+ = M�1
+

�
M�1

� V
 +

,

G� = �M�
�
M�1

� V
 �

, M = M+M�,

M�1
� V =

�
M�1

� V
 +

+

�
M�1

� V
 �

.

Здесь приняты обозначения работы [16].

Построенные таким образом решения об-
ладают следующей структурой:

G+(↵1,↵2) = C1+(↵1,↵2)G+(↵1,↵2+)+

+ C2+(↵1,↵2)G�(↵1,↵2�)+

+ C3+(↵1,↵2),

G�(↵1,↵2) = C1�(↵1,↵2)G+(↵1,↵2+)+

+ C2�(↵1,↵2)G�(↵1,↵2�)+

+ C3�(↵1,↵2). (19)
Здесь функции Cn+(↵1,↵2), Cn�(↵1,↵2),
n = 1,2,3 являются известными, а
G+(↵1,↵2+), G�(↵1,↵2�) требуется опреде-
лить. Для их определения положим в первом
уравнении ↵2 = ↵2+, а во втором � ↵2 = ↵2�.
Получаем простую алгебраическую систему
для определения неизвестных G+(↵1,↵2+),
G�(↵1,↵2�)

G+(↵1,↵2+) = C1+(↵1,↵2+)G+(↵1,↵2+)+

+C2+(↵1,↵2+)G�(↵1,↵2�) +C3+(↵1,↵2+),

G�(↵1,↵2�) = C1�(↵1,↵2�)G+(↵1,↵2+)+

+C2�(↵1,↵2�)G�(↵1,↵2�) +C3�(↵1,↵2�),

и из которой легко находятся искомые функ-
ции.

Внесение найденных решений в соот-
ношения (12)–(15), в зависимости от по-
ставленной граничной задачи, с последу-
ющим использованием соотношений (19),
(16) дает возможность полностью опреде-
лить напряженно-деформированное состоя-
ние покрытия с любым из рассматриваемых
дефектов или без них.

Вывод
Таким образом, исследование показало,

что наличие дефектов в смешанных гранич-
ных задачах может приводить к локализа-
ции вибрационного процесса.
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