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Abstract. In this paper we consider the question of constructing wave fields in the problem
of steady oscillations of an inhomogeneous over thickness poroelastic layer under the influence
of load on the top face. The solutions of this problem, in the general case of inhomogeneous
characteristics, can be constructed only numerically. Due to this fact the process of solving
the problem is divided into three steps. The first step is the Fourier transformation over the
longitudinal coordinate. The second step is the shooting method for constructing the solution in
the transformants. In this step much attention is paid to the problem of stiff differential equations
systems. And the final step is the numerical inversion of the transformation. The results of
calculations of the wave fields for various values of the wave number and various irregularities are
presented in the end of the paper.
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Введение
Теория пороупругости изучает динами-

ческое поведение пористых твердых матери-
алов, насыщенных жидкостью либо газом.
Впервые данная теория была предложена
М. А. Био [1, 2]. В своей классической фор-
ме пороупругость использует закон Гука для
упругого поведения пористого скелета и за-
кон Дарси для описания движения жидко-
сти сквозь поры скелета. Подход, предложен-
ный Био, позволяет эффективно моделиро-
вать поведение костной ткани, насыщенной
жидкостью, водонасыщенных грунтов, а так-
же других объектов пористой структуры.

Теория Био была эффективно применена
для исследования множества различных ди-
намических процессов, встречающихся в ши-
роком спектре задач для естественных и син-
тетических материалов, включая биомехани-
ку [2–4].

Исследованию динамических задач для
пористоупругих сред посвящено большое ко-
личество как зарубежных, так и отечествен-
ных работ. В [5] проанализированы фунда-
ментальные решения для изотропной среды
Био в нестационарном режиме, сформули-

рованы системы ГИУ и получены числен-
ные результаты для ряда практически важ-
ных задач. Вопросам распространения волн
в неоднородной поропругой среде и неко-
торым проблемам идентификации посвяще-
на работа [6]. С точки зрения геомеханики
в [7, 8] представлены подходы, позволяющие
моделировать распространение волн в одно-
родных водонасыщенных структурах.

Отдельного внимания заслуживает во-
прос динамического поведения неоднород-
ных пороупругих структур. В настоящей
работе изучаются вынужденные колебания
неоднородного пористоупругого слоя.

1. Постановка задачи

Рассмотрим установившиеся колебания с
частотой ! пористоупругого слоя толщины
H в условиях плоской деформации под дей-
ствием распределенной нагрузки, приложен-
ной к границе.

Будем считать, что материал слоя явля-
ется трансверсально-изотропным неоднород-
ным по толщинной координате. В рамках
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плоской деформации примем, что

u1 = u1(x1, x2),

u2 = 0,

u3 = u3(x1, x3).

Тогда основные уравнения для поставленной
задачи имеют следующий вид:

– уравнения движения:

�11,1 + �13,3 + ⇢!2u1 = 0,

�13,1 + �33,3 + ⇢!2u3 = 0,
(1.1)

– определяющие соотношения [2]:

�11 = C11u1,1 + C13u3,3 �A11p,

�33 = C13u1,1 + C33u3,3 �A33p,

�13 = C55 (u1,3 + u3,1) ,
(1.2)

– уравнения для давления в порах [2]:

(K11p,1),1 + (K33p,3),3+

+ i! (A11u1,1 +A33u3,3) + i!
�2

R
p = 0, (1.3)

где ui � компоненты вектора смещений, p �
давление в порах, �ij � компоненты тензо-
ра напряжений, Cij � коэффициенты тен-
зора упругих модулей, Aii � коэффициенты
Био, Kii � коэффициенты проницаемости,
R � гидростатическая константа, � � пори-
стость, ⇢ � плотность.

Граничные условия задачи имеют вид

x3 = 0 : u1 = 0, u3 = 0, p,3 = 0;

x3 = H : �33 = F1(x1), �13 = F2(x1),

p = p0.
(1.4)

Механические граничные условия соот-
ветствуют защемлению слоя по нижней гра-
нице x3 = 0 и заданию нормальной и каса-
тельной нагрузки при x3 = H. Граничные
условия на давление в порах соответствуют
заданию давления в порах при x3 = H и
условию непроницаемости при x3 = 0.

Стоит отметить, что величины матери-
альных констант (и значения функций), вхо-
дящих в уравнения (1.1)–(1.3) для реальных
пористоупругих материалов, на несколько
порядков различаются между собой, что
осложняет прямое применение численных
методов при исследовании задачи. В каче-
стве примера приведем значения констант

для пористоупругого материала � компакт-
ная кость [3]:
C11 = 11,2, C13 = 6,98, C33 = 21,1,

C55 = 2,02, R = 0,169 (ГПа)
A11 = 0,567, A33 = 0,494,

� = 0,1, ⇢ = 1469 (кг/м3
)

K11 = 1,47 · 10�29,

K33 = 6,36 · 10�13
(м2

)

(1.5)

Аналогично [6] введем следующие безраз-
мерные параметры и функции:

xi = ⇠iH, uk = ūkH, p = p̄P ⇤,

�ij = �̄ijCm, Fj =
¯FjCm,

�1(⇠) =
C11(x)

Cm
, �4(⇠) =

C33(x)

Cm
,

�5(⇠) =
C55(x)

Cm
, �7(⇠) =

C13(x)

Cm
,

�j(⇠) =
Ajj(x)P ⇤

Cm
, ⌘j(⇠) =

Ajj(x)H

KmP ⇤

s
Cm

⇢
,

�(⇠) =
'2H

KmR(x)

s
Cm

⇢
,

2 =
⇢!2H2

Cm
, µj(⇠) =

Kjj(x)

Km
,

Km = max

⇠2[0,1]
K33, Cm = max

⇠2[0,1]
C33.

С учетом введенных обозначений система
уравнений (1.1)–(1.3) запишется в виде

�̄11,1 + �̄13,3 + 2ū1 = 0,

�̄13,1 + �̄33,3 + 2ū3 = 0,

�̄11 = �1ū1,1 + �7ū3,3 � �1p̄,

�̄33 = �7ū1,1 + �4ū3,3 � �3p̄,

�̄13 = �5 (ū1,3 + ū3,1) ,

µ1p̄,11 + (µ3p̄,3),3+

+i (⌘1ū1,1 + ⌘3ū3,3) + i�p̄ = 0;

(1.6)

⇠3 = 0 : ū1 = 0, ū3 = 0, p̄,3 = 0;

⇠3 = 1 : �̄33 = ¯F1(⇠1), �̄13 = ¯F2(⇠1),

p̄ = p0.

(1.7)

В дальнейшем знак �̄ �, обозначающий
безразмерную величину, опустим.

Для решения задачи применим инте-
гральное преобразование Фурье по перемен-
ной ⇠1. Введем следующие обозначения:

⌃kl =

Z 1

�1
�kle

i↵⇠1d⇠1, Uk =

Z 1

�1
uke

i↵⇠1d⇠1,

22



Колебания неоднородного пористоупругого слоя

P =

Z 1

�1
pei↵⇠1d⇠1.

Тогда задача (1.6)–(1.7) примет вид

�i↵⌃11 + ⌃

0
13 + 2U1 = 0,

�i↵⌃13 + ⌃

0
33 + 2U3 = 0,

⌃11 = �i↵�1U1 + �7U
0
3 � �1P,

⌃33 = �i↵�7U1 + �4U
0
3 � �3P,

⌃13 = �5
�
U 0
1 � i↵U3

�
,

�↵2µ1P +

�
µ3P

0�0
+

+i
�
�i↵⌘1U1 + ⌘3U

0
3

�
+ i�P = 0;

(1.8)

⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, P 0
= 0;

⇠3 = 1 : ⌃33 = F1(↵), ⌃13 = F2(↵),

P = P0(↵);

Вводя новую функцию

S = µ3P
0, (1.9)

приведем систему (1.8) к каноническому ви-
ду с учетом (1.9)

U 0
1 =

1

�5
⌃13 + i↵U3,

U 0
3 =

1

�4
(⌃33 + i↵�7U1 + �3P ),

⌃

0
13 =

✓
↵2

✓
�1 �

�27
�4

◆
� 2

◆
U1+

+i↵
�7
�4

⌃33 �
✓
�7
�4

�3 � �1

◆
i↵P,

⌃

0
33 = i↵⌃13 � 2U3,

P 0
=

S

µ3
,

S0
=

✓
↵2µ1 � i

✓
� +

⌘3
�4

�3

◆◆
P�

�↵

✓
⌘1 �

⌘3
�4

�7

◆
U1 � i

⌘3
�4

⌃33;

(1.10)

⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0;

⇠3 = 1 : ⌃33 = F1(↵), ⌃13 = F2(↵),

P = P0(↵).
(1.11)

При переменных характеристиках среды
краевую задачу (1.10)–(1.11) можно решить
лишь численно.

2. Численное решение задачи
Для решения (1.10)–(1.11) воспользуемся

методом стрельбы [9]. Соответственно стро-
им решение трех задач Коши со следующими
условиями:

I : ⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0,

⌃33 = 1, ⌃13 = 0, P = 0;

II : ⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0,

⌃33 = 0, ⌃13 = 1, P = 0;

III : ⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0,

⌃33 = 0, ⌃13 = 0, P = 1.

(2.1)

Для построения искомого решения необ-
ходимо составить линейные комбинации ре-
шений задач Коши. При этом полученные
линейные комбинации должны удовлетво-
рять исходным граничным условиям (1.11).

Численный анализ соответствующих за-
дач Коши показал, что с ростом |↵| растут
значения коэффициентов при U1, U3, ⌃13,
⌃33, P, S, что эквивалентно наличию мало-
го коэффициента при старшей производной.
В литературе [10] такие системы называют
�жесткими� системами. Для численного ре-
шения систем такого вида необходимо об-
ратиться к специальным методам. Соответ-
ственно для решения задач Коши (1.10)–(2.1)
воспользуемся методом Гира [10], реализо-
ванным в вычислительной среде Maple 13.
Этот метод дает возможность эффективно
строить решения �жестких� систем, кроме
того, реализация метода Гира позволяет осу-
ществлять контроль погрешности. При чис-
ленной реализации использовались следую-
щие значения параметров контроля погреш-
ности: abserr = relerr = 10

�12, что позволя-
ет обеспечивать значения абсолютной и от-
носительной погрешности построения реше-
ния не более 10

�12.
При реализации численного решения

(1.10)–(2.1) было выяснено, что граничные
условия (2.1) не позволяют получить тре-
буемую точность результатов. Так как ре-
шения (1.10) с граничными условиями (2.1)
при больших значениях параметра |↵| имеют
сильный (экспоненциальный) рост, для пре-
одоления данной трудности условия (2.1) бы-
ли заменены условиями, позволяющими ком-
пенсировать экспоненциальный рост

I : ⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0,

⌃33 = e�|↵|, ⌃13 = 0, P = 0;
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Рис. 1. Трансформанта P при ↵ = 0

II : ⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0,

⌃33 = 0, ⌃13 = e�|↵|, P = 0;

III : ⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0,

⌃33 = 0, ⌃13 = 0, P = e�|↵|.

что по сути представляет собой один из вари-
антов метода моделирующих функций [11].

Отметим, что если положить коэффи-
циенты системы (1.8) постоянными, то ре-
шение может быть построено аналитически
стандартным образом. Построенное таким
образом решение позволяет проверить точ-
ность численного алгоритма на примере это-
го частного случая.

С целью тестирования программы осу-
ществлено сравнение результатов построе-
ния трансформант для случая постоянных
характеристик.

При расчетах в качестве материала слоя
был взят биологический материал � ком-
пактная кость [3] с механическими постоян-
ными (1.5).

Учитывая линейность задачи, практиче-
ский интерес представляет рассмотрение за-
дачи с граничными условиями вида:

⇠3 = 0 : U1 = 0, U3 = 0, S = 0;

⇠3 = 1 : ⌃33 = 1, ⌃13 = 0, P = 0.
(2.2)

Сравнительный анализ результатов рас-
четов, полученных при помощи численного
и аналитического решения, позволяет сде-
лать вывод о том, что численное решение для
трансформант совпадает с аналитическим с
точностью порядка 10

�10.

Далее представлены результаты числен-
ного решения при различных законах из-
менения характеристик материала. Решение
построено для неоднородностей следующего
вида:

¯Cij(⇠) = Cij(1� 0,4⇠),
¯Cij(⇠) = Cij(1� 0,6⇠2),

¯Cij(⇠) = Cij(1� 0,434 sin(⇠)),

¯Cij(⇠) = Cij(1� 0,116e⇠).

(2.3)

Функции для неоднородности, представ-
ленные на рис. 1, выбраны таким образом,
чтобы интегралы от данных функций по про-
межутку [0,1] были равны друг другу. При
этом в случае (2.3) значения упругих моду-
лей убывают по мере приближения к верхней
границе слоя. На рис. 1 также видно, что ре-
шения для трансформанты P различаются в
зависимости от закона изменения характери-
стик материала.

3. Нахождение обращения
преобразования Фурье

Далее рассмотрим вопрос нахождения
обращения полученных ранее решений в
трансформантах.

Общее представление решения исходной
задачи (1.1)–(1.4) имеет вид

uj(⇠1, ⇠3) =

=

1

2⇡

1Z

�1

Dj(↵,, ⇠3)

D0(↵,)
e�i↵⇠1d↵, (3.1)

где Dj , D0 � аналитические функции своих
аргументов [12].
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Рис. 2. Перемещения R(u3) Рис. 3. Перемещения I(u3)

Можно показать, что при ↵ 2 R1, D0 6= 0

и такая форма представления решения кор-
ректна. При этом в силу убывания подын-
тегральных функций при |↵| ! 1 можно
вычислять интегралы вида (3.1) в конечных
пределах, причем выбор параметра R позво-
ляет контролировать точность вычисления
интегралов

uj(⇠1, ⇠3) ⇡

⇡
1

2⇡

Z R

�R

Dj(↵,, ⇠3)

D0(↵,)
e�i↵⇠1d↵. (3.2)

Для вычисления интегралов вида (3.2)
разобьем отрезок интегрирования на отрез-
ки длиной не более |b�a| 6 0,5, для которых
в свою очередь воспользуемся квадратурны-
ми формулами вида [13]

bZ

a

f(x)e�i!xdx =

=

b� a

2

e�i! b+a
2

2X

k=1

Dk

✓
!
b� a

2

◆
f(xk),

где соответственно

xk =

✓
a
b

◆
,

D1,2(p) =

8
>>><

>>>:

sin(p)

p
±

p cos(p)� sin(p)

p2
i

при |p| > 0,5,

e±ip при |p| 6 0,5.

Стоит отметить, что с ростом парамет-
ра ↵ имеет место оценка uj = O(|↵|�1

) при
|↵| ! 1. В связи с этим при нахожде-
нии обращения целесообразно вместо вычис-
ления значений трансформант при больших
↵ использовать их асимптотику, например
u3 ⇠ G|↵|�1, где G � комплексная константа.
В результате масштабных вычислительных
экспериментов установлено, что в большин-
стве случаев значения R = 20 достаточно
для построения обращения с погрешностью
не более 10

�3. Это позволяет уменьшить ко-
личество значений параметра ↵, для кото-
рых необходимо строить решение в транс-
формантах, и соответственно сократить вре-
мя работы алгоритма.

Рассмотрим результаты определения
оригиналов полей смещений и давления.

Оригиналы решений для неоднородности
вида Cij(⇠) = Cij(1 � 0,2⇠1) с граничны-
ми условиями (2.2) для разных значений
волнового числа представлены на рис. 2–5,
где R(uj) соответствует вещественной части
смещений, а I(uj) � мнимой.

Можно осуществить оценку первого кри-
тического значения для продольных и попе-
речных компонент смещений. Для продоль-
ных смещений имеем 1p = 0,482, соответ-
ственно на рис. 4 при  = 0,8 и  = 1,2 на-
блюдаются осцилляции, что в упругом слу-
чае соответствовало бы наличию бегущей
волны.

Также отметим наличие осцилляций
меньшей амплитуды на рис. 2 при частотах
из того же диапазона. При этом для попереч-
ных смещений первое критическое значение

25



Ватульян А.О., Гусаков Д. В.

Рис. 4. Перемещения R(u1) Рис. 5. Перемещения I(u1)

равно 1s = 1,570. Соответственно значения
 = 0,1, 0,4, 0,8, 1,2, для которых представле-
ны решения, изображенные на рис. 2, нахо-
дятся в диапазоне до первого критического
значения, и в упругом случае этот факт го-
ворил бы об отсутствии каких либо осцилля-
ций, что не соответствует данным, представ-
ленным на рис. 2. Данный факт обусловлен
наличием в рассматриваемой механической
системе поровой жидкости, которая обеспе-
чивает связь между продольными и попереч-
ными смещениями.

Особый интерес представляет изучение
зависимости волновых полей от закона изме-
нения параметров системы. Приведем в ка-
честве примера результаты расчетов переме-
щений u3 при различных законах изменения
параметров Cij вида (2.3).

Заключение

Рассмотрение неоднородных характери-
стик материала приводит к вычислитель-
ным трудностям и требует тщательного рас-
смотрения. Применение комбинации инте-
грального преобразования Фурье и несколь-
ких численных методов позволяет преодо-
леть большинство из них. При этом при-
менение метода пристрелки к преобразован-
ной по Фурье системе дифференциальных
уравнений приводит к необходимости ре-
шать �жесткие� системы, что также требу-
ет специальных вычислительных методов. В
целом представленный в работе метод позво-
ляет с хорошей точностью и временными по-

казателями строить волновые поля для раз-
личных видов неоднородности.

Полученные данные позволяют сделать
вывод о том, что наличие поровой жидко-
сти в рассматриваемой механической систе-
ме приводит к снижению амплитуд колеба-
ний в околорезонансных ситуациях. Иными
словами, наличие жидкости в порах обеспе-
чивает наличие затухания в пористом мате-
риале.

Стоит отметить, что структура неод-
нородности механических характеристик, в
частности упругих модулей, оказывает зна-
чительное влияние на структуру полей пере-
мещений.
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