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Abstract. Problems of electrokinetics have recently attracted a great deal of attention due to
a rapid development of micro-, nano- and biotechnologies. Micro-nano scale phenomena with
liquid/gas interface are of particular practical interest to move non-conductive liquids, creating
a highly nonuniform velocity profile, mixing, etc. The article considers the effect of a thin film
electrolyte under the influence of an external electric field. The presence of an inhomogeneous
surface charge at the interface of gas/liquid leads to an instability and distortion of free surface.
In this paper we obtain one-dimensional equilibrium and study the linear stability of this state.
We find the critical values of the parameters after which a one-dimensional steady-state solution
is no longer stable. Also we found long-wave instability and obtained four modes.

Keywords: liquid film, mobile surface charge, free interface, instability, Galerkin method, elec-
trolyte, Nernst–Planck–Poisson system, double ion layer

Введение

В данной работе рассматривается устой-
чивость микро- и нанопленки электроли-
та со свободной поверхностью раздела жи-
кость/газ под действием электрического то-
ка [1–6]. Поверхность раздела жидкость/газ
предполагается заряженной, в то время как
твердая поверхность может быть либо про-
водящей, либо заряженной диэлектрической
поверхностью. Поверхностный заряд на гра-
нице жидкость/газ является мобильным [7–
10] и может быть неустойчивым. Электроста-
тическое притяжение создает избыток про-
тивоионов в растворе электролита рядом с
поверхностью твердого тела, тем самым об-
разуя электрические Дебаевские слои. При-
ложенное тангенциальное электрическое по-
ле, действующее на заряд в дебаевском слое,

создает кулоновские силы, передвигающие
жидкость.

1. Постановка задачи
Движение раствора электролита под дей-

ствием внешнего электрического поля опи-
сывается нелинейной системой Нернста–
Планка–Пуассона–Стокса
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r · ˜U = 0. (1.5)

Здесь ˜C+, ˜C� � концентрации катионов
и анионов; ˜U = { ˜U, ˜V } � вектор скорости
жидкости; ось x̃ � направлена вдоль плен-
ки, ось ỹ имеет нормальное направление; ˜��
электрический потенциал в жидкости; ˜P �
давление; ˜F � постоянная Фарадея; ˜R �
универсальная газовая постоянная; ˜T � тем-
пература; µ̃ � динамическая вязкость и "̃ �
диэлектрическая проницаемость жидкости;
z± и D± описывают соответственно валент-
ность и коэффициенты диффузии катионов
и анионов. Если стенка является проводни-
ком, потенциал ˜

� удовлетворяет следующе-
му граничному условию:

ỹ = 0 :

˜

� = 0. (1.6)

Для диэлектрической поверхности с одно-
родным поверностным зарядом граничное
условие имеет вид

ỹ = 0 : "̃
@ ˜�

@ỹ
= q̃. (1.7)

На твердой поверхности также заданы гра-
ничные условия � непроницаемости катио-
нов и анионов
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условие прилипания и непроницаемости
жидкости
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Краевые условия на поверхности раздела
газ/жидкость имеют вид

ỹ =

˜h(x̃, ˜t) :
@ ˜C±

@ñ
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ñ � внешняя нормаль к свободной поверх-
ности; hx = @˜h/@x̃; s̃ � касательное направ-
ление; r̃ � радиус кривизны; ˜Us � касатель-
ная компонента скорости на границе раздела
жидкость/газ; "̃g � диэлектрическая прони-
цаемость газа; ˜P

ATM

� атмосферное давле-
ние; �̃ � коэффициент поверхностного натя-
жения; '̃ � электрический потенциал в газе.

Краевые условия имеют следующий фи-
зический смысл: соотношение (1.10) опи-
сывает условие непроницаемости положи-
тельных и отрицательных ионов; (1.11) за-
дает условие на электрический потенциал;
(1.12) � условие сохранения заряда; (1.14),
(1.13) � условия для нормальных и касатель-
ных напряжений; квадратные скобки озна-
чают скачок величины при переходе через
границу раздела (разность значений в газе
и жидкости), ˜Pg � давление в газе, которое
далее без ограничения общности полагает-
ся равным нулю, ˜Tf � тензор гидродинами-
ческих напряжений (давление ˜P выделяется
из гидродинамического тензора), ˜Te � тен-
зор Максвелла–Вагнера. (1.15) � кинемати-
ческое условие. Электрический потенциал в
газе описывается уравнением Лапласа,
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с условием изоляции на верхней границе
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Рассматривается бинарный одновалент-
ный раствор электролита (z+ = �z� = 1,
˜D+

=

˜D�
=

˜D). Для приведения дан-
ных уравнений к безразмерному виду ис-
пользуются следующие характерные величи-
ны: ˜h0 � характерная длина, равная средней
толщине пленки; ˜h20/ ˜D � характерное время;
˜D/˜h0 � характерная скорость; µ̃ � динами-
ческая вязкость; µ̃ ˜D/˜h20 � характерное дав-
ление; ˜�0 =

˜R ˜T/ ˜F � термодинамический по-
тенциал; �̃s = "̃˜�0/˜�D � характеристика по-
верхностного заряда, где ˜�D � длина Дебая,
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˜C0 � некоторая характерная массовая кон-
центрация ионов.

После введения характерных величин си-
стема уравнений (1.1)–(1.17) для двумерного
случая, принимает безразмерный вид
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Для двумерного случая можно ввести функ-
цию тока  

U =

@ 
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, V = �@ 

@x
.

Тогда из уравнений (1.21)–(1.22) может быть
получено бигармоническое уравнение отно-
сительно  с краевым условием
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где ⇢ = C+ � C� плотность заряда.
Условия на твердой поверхности запи-

шутся в виде

y = 0 : � = 0 � для проводника,

⌫
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= q � для заряженного

диэлектрика,
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V = 0, U = 0. (1.27)

На свободной границе раздела газ/жидкость
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Уравнение Лапласа в газе с краевыми усло-
виями на верхней границе канала так же
примут безразмерный вид.

Задача описывается семью безразмерны-
ми параметрами для проводящей стенки:
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и восемью параметрами для диэлектриче-
ской стенки:

E1, ⌫, �, {, We, q =

q̃

�̃s
, �0, H,

где E1 � напряженность внешнего электри-
ческого поля, ⌫ � число Дебая, � � коэффи-
циент электрических проницаемостей в газе
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и жидкости, { � коэффициент связи между
гидродинамикой и электростатикой, We �
число Вебера и �0 � невозмущенный поверх-
ностный заряд для одномерного решения.

Объемная концентрация водного элек-
тролита находитсся в пределах ˜C0 =

= 1÷10

3 моль/м3; абсолютная температура
˜T = 300 K; коэффициент диффузии элек-
тролита составляет ˜D = 10

�9 м2/с. Толщи-
на дебаевского слоя ˜�D изменяется в диапа-
зоне от 1 до 100[нм в зависимости от концен-
трации ˜C0. Типичная плотность поверхност-
ного заряда поверхностей из стекла и крем-
ния варьируется в пределах q̃ = 10

�4 � 10

�3

Кл/м2 соответственно, безразмерная плот-
ность заряда q = 0,05 � 3. Параметр { ха-
рактеризует физические свойства раствора
электролита и варьируется для водных рас-
творов в диапазоне от 0,1 до 0,5. С учетом
вышеуказанных оценок в расчетах приняты
следующие значения параметров: { = 0,2,
� = "̃g/"̃ = 1/80, q = �3, �0 = 1 и H = 3.
Для данной жидкости и электролитов число
Вебера зависит только от одномерной тол-
щины пленки, а именно, оно пропорциональ-
но ˜h0. При поверхностном натяжении воды
�̃ = 7,28⇥ 10

�2 Н/м, получаем

We =
1650

⌫
для ˜�D=10 нм,

We =
8250

⌫
для ˜�D=50 нм.

В большинстве расчетов ˜�D=10 нм. Таким
образом, проблема становится двухпарамет-
рической, важнейшими параметрами кото-
рой являются внешнее электрическое поле
E1 и числ Дебая ⌫.

2. Одномерное решение
При @/@x = 0 из системы исчезает �, а

остается только @�/@y, поэтому вводится на-
пряжение электрического поля E = @�/@y.
Одномерная система уравнений (1.18)–(??)
имеет вид
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В начальный момент времени t = 0 задано
некоторое распределение концентраций по-
ложительных и отрицательных ионов

t = 0 : c+ = 1, c� = 1 + ⌫(� � q)

и граничные условия

y = 0 : ⌫E = q,
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Напряженность электрического поля E
должна удовлетворять для диэлектрической
стенки граничному условию

y = 0 : E =

⌫

q
.

Условия на границе раздела газ/жидкость
для обоих случаев имеют вид

y = 1 : E =

⌫

�
.

Следовательно, для стационарного одномер-
ного решения число граничных условий для
E различно. Два условия для заряженной
диэлектрической твердой поверхности и од-
но � для проводящей.

Эта система была решена численно с
помощью ⌧ -метода Галёркина рис. 1. Ис-
пользуя приближение Дебая–Хюкеля, может
быть найдено асимптотическое решение

� = �E1x+

C1

b
ch by +

C2

b
sh by � C1

b
,

⇢ = �⌫2bC1 ch by � ⌫2bC2 sh by,

K = c+ + c� = ⌫2b2, U = {�E1.

b2 = [2 + ⌫(� � q)]/⌫2,

C1 =
�

⌫

1

sh b
� q

⌫
cth b, C2 =

q

⌫
,

где K � суммарная концентрация ионов.
На рис. 1 представлен график скорости

U при различных q и �. Если у � и q одина-
ковый знак, то поверхности противоположно
заряжены, если различный � одинаково. На-
личие малого параметра ⌫ при старших про-
изводных приводит к образованию погранич-
ных слоев, в которых решение резко меняет
своё поведение (рис. 1).
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Рис. 1. График одномерной скорости U для различных значений зарядов q и �, при ⌫ = 0,1

3. Линейная устойчивость. Численное
решение

Для численного решения задачи линей-
ной устойчивости вводится криволинейная
система координат
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Производные по нормальному n и танген-
циальному s направлениям на поверхности
y = h(x, t) (или ⌘ = 1) имеют следующий
вид:

@

@n
= � hxp

1 + h2x

@

@⇠
+

p
1 + h2x
h

@

@⌘
,

@

@s
=

1p
1 + h2x

@

@⇠
.

Рассматриваются небольшие синусоидаль-
ные возмущения с волновым числом ↵, нало-
женные на одномерное стационарное реше-
ние

K = K0 +
ˆK(⌘) exp (i↵⇠ + �⌧),

c± = c±0 + ĉ±(⌘) exp (i↵⇠ + �⌧),

⇢ = ⇢0(⌘) + ⇢̂(⌘) exp (i↵⇠ + �⌧),

� = �0(⌘) + ˆ

�(⌘) exp (i↵⇠ + �⌧),

 =  0(⌘) + ˆ

 (⌘) exp (i↵⇠ + �⌧),

U = U0 + û(⌘) exp (i↵⇠ + �⌧),

V = v̂(⌘) exp (i↵⇠ + �⌧),

h = 1 +

ˆh exp (i↵⇠ + �⌧),

� = �0 + �̂ exp (i↵⇠ + �⌧).

Далее индекс �0�, соответствующий одно-
мерному решению, будет опущен.

Подставив эти выражения в систему
(1.18) и отбросив слагаемые более высоко-
го порядка, получим дифференциальную за-
дачу на собственные значения, где параметр
� выбирается таким образом, чтобы система
имела нетривиальное решение. Система ли-
неаризованных уравнений, удобных для чис-
ленного интегрирования, имеет вид

� ˆK � �K 0⌘ˆh+ i↵U ˆK � i↵K 0
ˆ

 + i↵E1⇢̂ =

=

d

d⌘

⇣
⇢ˆ�0

+ E⇢̂+ ˆK 0
⌘
� ↵2⇢ˆ�� ↵2

ˆK+

+


↵2⌘(⇢E +K 0

)� 2

d

d⌘

�
⇢E +K 0�

�
ˆh+

+

⇥
i↵E1⌘⇢0

⇤
ˆh,

�⇢̂� �⇢0⌘ˆh+ i↵U ⇢̂� i↵⇢0 ˆ + i↵E1 ˆK =

=

d

d⌘

⇣
K ˆ

�

0
+ E ˆK + ⇢̂0

⌘
� ↵2K ˆ

�� ↵2⇢̂+

+


↵2⌘(KE + ⇢0)� 2

d

d⌘

�
KE + ⇢0

��
ˆh+

+

⇥
i↵E1⌘K 0⇤

ˆh,

ˆ

�

00 � ↵2
ˆ

�+

⇢̂

⌫2
=

�
2E0 � ↵2E⌘

�
ˆh,

ˆ

 

IV �2↵2
ˆ

 

00
+↵4

ˆ

 +

�
�4U 000

+ 2↵2U 00⌘
�
ˆh+

+

�
4↵2U 0 � ↵U⌘

�
ˆh =

=



⌫2

h
i↵(⇢0 ˆ�� E⇢̂)� E1⇢̂0 + E1⇢0ˆh

i
;
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Рис. 2. Зависимость действительной части � от волнового числа ↵ для диэлектрической
поверхности: а) E1 = 85; б) E1 = 100; для диэлектрической поверхности: в) E1 = 85,

г) E1 = 100, ⌫ = 0,02

⌘ = 0 : ⌫ ˆK 0
+ q⇢̂+ ⌫⇢ˆ�0

= 0,

⌫⇢̂0 + q ˆK + ⌫K ˆ

�

0
= 0,

ˆ

� = 0 � для проводника,

⌫ ˆ

�

0
= qˆh � для диэлектрика,
ˆ

 = 0, ˆ

 

0
+ Uˆh = 0;

⌘ = 1 :

ˆK 0
+ E⇢̂+ ⇢

⇣
i↵E1ˆh+

ˆ

�

0
⌘
= 0,

⇢̂0 + E ˆK +K
⇣
i↵E1ˆh+

ˆ

�

0
⌘
= 0,

⌫[ˆ�0
+ i↵E1(1� �)ˆh+↵� th (↵H)

ˆ

�] = �̂+ �ˆh,

��̂ + i↵U �̂ + i↵� ˆ 0 � i↵�Uˆh = 0,

ˆ

 

000 � 3↵2
ˆ

 

0
+

�
3↵2U + ↵2U 0 � U 00�

ˆh�

� i↵3We ˆh+ {
⇣
i↵
h
E0

ˆ

�� E ˆ

�

0
+ E2

ˆh
i⌘

�

� {
⇣
E1 ˆ

�

00
+ (2� �)↵2E1 ˆ

�

⌘
= 0,

ˆ

 

00
+ ↵2

ˆ

 � ↵2Uˆh =

= �

⌫

⇣
i↵�ˆ�� E1�̂ � 2�E1ˆh

⌘
,

�ˆh+ i↵ˆ

 = 0.

В граничное условие (1.5) уже подствле-
но ' как решение уравнения Лапласа. С по-
мощью ⌧ -метода Галёркина с функциями Че-
бышёва [11] в качестве базиса задача сводит-
ся к алгебраической задаче на собственные
значения

det(A+ �B) = 0.

4. Результаты
4.1. Случай проводящей поверхности
Результаты расчетов показали, что для

случая проводящей поверхности существуют
четыре моды, связанные с четырьмя эффек-
тами: искажения свободной поверхности ˆh,
смещения поверхностного заряда �̂, суммар-
ной неравномерностью концентрации ионов
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Рис. 3. Кривые нейтральной устойчивости для проводящей поверхности а) ⌫ = 0,1, б) ⌫ = 0,02;
для диэлектрической поверхности в) ⌫ = 0,1, г) ⌫ = 0,02

в диэлектрике
R 1
0

⇣
ˆK
⌘
d⌘ и неоднородности

плотности заряда
R 1
0 (⇢̂) d⌘. Все эти механиз-

мы взаимосвязаны, поэтому все моды вли-
яют друг на друга. Зависимость действи-
тельной части спектра от волнового числа ↵
представлена на рис. 2а, 2б. Моды 1, 2 и 3
неустойчивы в длинноволновой области. Мо-
да 4 становится неустойчивой в коротковол-
новом диапазоне только при очень больших
значениях E1 (рис. 3а). При небольших зна-
чениях E1 мода 1 имеет также коротковол-
новую неустойчивость. При увеличении E1
происходит бифуркация и моды 1 и 2 меня-
ются между собой (рис. 2а, 2б). В этой обла-
сти неустойчивой становится мода 2.

При достаточно больших значениях ⌫
коротковолновая неустойчивость исчезает и
остается только длинноволновая, как видно
из рис. 4а. При уменьшении числа Дебая си-
стема в целом стабилизируется, проходя че-
рез минимум (рис. 4а).

4.2. Случай диэлектрической заряженной
поверхности

Этот случай отличается от предыдуще-
го тем, что остается только три моды. Это
объясняется фактом, что условие наличия
фиксированного заряда q на твердой по-
верхности уничтожает одну степень свободы
и неоднородность пространственного зарядаR 1
0 (⇢̂) d⌘ оказывается зависимой от осталь-

ных факторов через уравнение Пуассона.
Кроме того, в отличии от предыдущего слу-
чая, бифуркация между модами 1 и 2 отсут-
ствует (рис. 2в, 2г).

Таким образом, мода 1 имеет длинновол-
новую неустойчивость, а мода 2 � коротко-
волновую, при этом мода 3 всегда устойчи-
ва. В остальном поведение системы с заря-
женной диэлектрической стенкой совпадает
со случаем проводящей поверхности (рис. 3в,
3г, 4б, 5б).
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Рис. 5. Кривые нейтральной устойчивости для а) проводящей поверхности ⌫ = 0,13–0,15,
б) диэлектрической ⌫ = 0,15–0,17

Заключение

В данной работе представлены результа-
ты изучения линейной устойчивости микро-
и нанопленок жидкости с газовой границей
во внешнем касательном электрическом по-
ле.

Численный анализ предоставляет мно-
го новых важных результатов и для про-
водящей, и для диэлектрической поверхно-
стей: обнаружено присутствие коротковол-
новой неустойчивости, возникающие и исче-
зающие области неустойчивости, бифурка-
ции и т. д.

Также было рассмотрено влияние чисел
Дебая и других параметров на длинноволно-
вую и коротковолновую устойчивости.
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