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Abstract. A two-dimensional mathematical model of the impedance of electromembrane system,
composed of an ion-exchange membrane flanked by two diffusion boundary layers, was developed
in order to identify differences of the electrochemical behavior of membranes with homogeneous
and heterogeneous surface. Due to the absence of direct electric current the chemical reaction
on the membrane surface as well as the other coupled effects of concentration polarization were
neglected. Heterogeneous surface of the membrane for the sake of simplicity is modeled by a
periodic sequence of alternating 1D conducting and insulating segments. For the first time it
was shown theoretically that electrical heterogeneity of the membrane surface is a source of
deviation of impedance spectra from the linear Warburg-type dependence. This phenomenon
occurs on definite time scales corresponding to high-frequency range of finite length Warburg
spectrum, depending on the sizes of the conductive and insulating parts of the membrane surface.
The proposed model is sensitive to the variation of the control parameter h, characterizing the
membrane surface conductivity.
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Введение

Электрическая проводимость поверхно-
сти мембран является одним из главных
факторов, влияющих на физико-химические
характеристики мембранных систем [1–3].

Гомогенные ионообменные мембраны
(ИОМ) дороги для практического использо-
вания в электродиализных установках про-
мышленного масштаба. Тем временем ши-
роко применяются недорогие гетерогенные
мембраны, изготовленные из измельченных
до микрометровых размеров гранул ионооб-
менника, вплавленного в электронейтраль-
ную полимерную матрицу. Степень концен-
трационной поляризации гетерогенных мем-
бран зависит от параметров активной по-
верхности, сформированной ионообменны-

ми зернами. Таким образом, необходимость
определения доли проводящей поверхности
гетерогенных мембран вызывает большой
интерес.

Механизмы переноса ионов в ион-
селективных мембранных системах могут
быть эффективно изучены с использовани-
ем метода электрохимической импедансной
спектроскопии (ЭИС). Основным преимуще-
ством этого метода является то, что он поз-
воляет различать явления различных мас-
штабов путем изучения их в различных ча-
стотных диапазонах. Один спектр импеданса
содержит информацию не только о физико-
химических процессах, но также о свойствах
поверхности и объема исследуемого объекта.

Первая попытка оценки влияния элек-
трической неоднородности поверхности мем-
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браны по анализу спектра электрохимиче-
ского импеданса была предпринята в рабо-
те Moya [4]. Результаты одномерного моде-
лирования показали, что уменьшение доли
проводящей поверхности приводит к расши-
рению части спектра, отвечающего за про-
цесс диффузии (спектр Варбурга). Однако
ширина спектра Варбурга также зависит от
толщины диффузионного пограничного слоя
(ДПС) около поверхности мембраны [5]. По-
этому выявление вкладов процесса концен-
трационной поляризации и доли проводящей
поверхности в ширину спектра Варбурга при
таком подходе является очень деликатной
задачей.

В случае, когда на поверхности мембра-
ны имеются проводящие и непроводящие ток
участки, около проводящих участков возни-
кает тангенциальная составляющая диффу-
зионного и миграционного потоков (эффект
воронки) [6]. Это явление должно проявлять-
ся в определенных масштабах времени, со-
ответствующих определенным частотам при-
ложенного переменнотокового сигнала, за-
висящих от размеров проводящих и изоли-
рованных участков поверхности мембраны.
Согласно сказанному, электрическая неодно-
родность поверхности мембраны должна не
только влиять на ширину спектра Варбурга.
Она также должна проявиться через влия-
ние на форму спектра в определенном диа-
пазоне частот.

Основной целью данной работы являет-
ся проверка идеи о том, возможно ли с по-
мощью метода ЭИС оценить электрическую
неоднородность поверхности мембраны и яв-
ляется ли данный метод достаточно чувстви-
тельным для практического применения.

1. Теория
С целью оценки доли проводящей поверх-

ности была разработана двумерная стацио-
нарная математическая модель низкочастот-
ного импеданса мембранной системы, состо-
ящей из идеальной ионообменной мембраны,
разделяющей два ДПС. С целью упроще-
ния задачи, ток заряжения и химическая ре-
акция на поверхностях мембраны исключе-
ны из рассмотрения как малозначительные.
Концентрация электролита в ДПС изменяет-
ся под действием малых гармонических воз-
мущений электрического потенциала.

В работе рассматривается случай, когда
левый ДПС прилегает к гетерогенной по-
верхности мембраны (x = �), которая для

простоты моделируется периодической по-
следовательностью одномерных проводящих
и изолированных сегментов. Схема элемен-
тарного звена такой последовательности по-
казана на рисунке 1. Контрольным парамет-
ром является безразмерная длина проводя-
щего сегмента h. Сторона мембраны, при-
легающая к правому ДПС (x = d + �),
предполагается идеально проводящей. Дан-
ное предположение было принято в связи
с тем, что в противном случае распределе-
ние плотности тока в мембране будет зави-
сеть не только от ее неоднородности на ле-
вой границе, но и на правой. Тогда необхо-
димо учитывать положение одного проводя-
щего участка (со стороны левого ДПС) по
отношению к другому (со стороны правого
ДПС). В результате получится множество
подгоночных параметров, что может при-
вести к неправильным выводам. Если рас-
сматриваемая мембрана электрически неод-
нородна только с одной стороны, это делает
возможным выделение влияния гетерогенно-
сти мембраны без учета расположения про-
водящих областей относительно друг друга.
Кроме того, влияние неоднородности поверх-
ности со стороны обогащенного раствора го-
раздо более слабое.

Математическое описание переноса
ионов в изучаемой мембранной системе
базируется на использовании уравнений
Нернста–Планка и условия электроней-
тральности, справедливых для разбавлен-
ных растворов электролитов и допредель-
ных токовых режимов
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c̃ = c̃� = c̃+. (1.3)

В безразмерном виде в случае бинарного
электролита и одинаковых коэффициентов
диффузии для коионов и противоионов си-
стема уравнений (1.1)–(1.3) для двумерной
задачи примет вид
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Рис. 1. Схема изучаемой мембранной системы
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c = c� = c+. (1.6)
Переход к безразмерному виду производится
согласно следующим уравнениям:

c =
c̃

c0
, ' =

F

RT
'̃,

Jl = ��l (rcl + zlclr') ,

�l =
˜Dl

˜D0
= 1, y =

ỹ
˜�
.

(1.7)

Здесь размерные величины обозначены
тильдой сверху; x, y � продольная и по-
перечная координаты; c � эквивалентная
концентрация раствора; c0 � исходная кон-
центрация раствора; ' � электрический по-
тенциал; Dl � коэффициент диффузии l-го
компонента; D0 =

2D�D+

D�+D+
� коэффициент

диффузии электролита; Jl � плотность по-
тока ионов сорта l (анионы обозначаются
индексом ���, катионы � индексом �+�);
� � толщина ДПС; zl � заряд иона сорта l
(z� = �1, z+ = 1); R, T , F � универсаль-
ная газовая постоянна, температура и число
Фарадея, соответственно.

Далее представлены граничные условия
в безразмерном виде для невозмущенной за-
дачи.

Внешние границы ДПС (концентрация и
потенциал фиксированы):

x = 0, 0 < y < 1,

c (0, y) = 1, ' (0, y) = 0; (1.8)

x = d+ 2�, 0 < y < 1,

c (d+ 2�, y) = 1, ' (d+ 2�, y) = �V, (1.9)
где V � искомый потенциал.

На изолированном участке поверхности
x = �, h < y < 1, принимается условие от-
сутствия потоков анионов и катионов
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= 0; (1.10)

на проводящих участках ток переносится
только катионами
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x = d+ �, 0 < y < 1,
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= 0. (1.12)

Здесь I � плотность тока.
Нижняя граница:

y = 0, 0 < x < d+ 2�,

@c (x,0)

@y
= 0,

@' (x,0)

@y
= 0. (1.13)

Верхняя граница:

y = 1, 0 < x < d+ 2�,

@c (x,1)

@y
= 0,

@' (x,1)

@y
= 0. (1.14)

Граничные условия (1.13)–(1.14) из сообра-
жений симметрии устанавливают, что кон-
центрация раствора электролита и потенци-
ал меняются только вдоль оси абсцисс.

40



Козмай А. Э., Мареев С.А., Сарапулова В. В., Бутыльский Д. Ю., Ничка В. С.

Возмущения функций концентрации и
потенциала во времени задаются в форме

c (x, y, t) = c0 + ↵C (x, y) ei!t, (1.15)

' (x, y, t) = ↵� (x, y) ei!t, (1.16)

где i� мнимая единица.
Подстановка уравнений (1.15)–(1.16) в

исходную систему и их линеаризация при
условии малых гармонических колебаний
электрического потенциала с амплитудой
↵ << 1 дает

@2C (x, y)

@x2
+

@2C (x, y)

@y2
= i!C (x, y) , (1.17)

@2� (x, y)

@x2
+

@2� (x, y)

@y2
= 0, (1.18)

где ! = 2⇡f � угловая частота.
Значение возмущений потенциала и кон-

центрации зафиксировано на внешних гра-
ницах ДПС

x = 0, 0 < y < 1,

� (0, y) = 0, C (0, y) = 0; (1.19)

d+ 2�, 0 < y < 1,

� (d+ 2�) = �Z, C (d+ 2�) = 0, (1.20)

где Z � комплексный импеданс изучаемой
системы.

Граничные условия для возмущений кон-
центрации и потенциала на верхней и
нижней границах рассматриваемой области
(y = 0,y = 1) имеют вид

@C (x,0)

@y
= 0,

@� (x,0)

@y
= 0, (1.21)

@C (x,1)

@y
= 0,

@� (x,1)

@y
= 0. (1.22)

На изолированном участке поверхности мем-
браны (x = �, h < y < 1) предположение
об отсутствии потоков ионов приводит к гра-
ничным условиям вида

@C (�, y)

@x
= 0,

@� (�, y)

@x
= 0. (1.23)

На проводящих поверхностях мембраны воз-
мущения функций концентрации и потенци-
ала задаются как:

x = �, 0 < y < h,

↵
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, (1.24)
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Из (1.24) и (1.25) следует

@C (�, y)

@x
= � 1
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,
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@x
= � 1

2h
, (1.26)

x = d+ �, 0 < y < 1 :
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Из (1.27), (1.28) следует

@C (d+ �, y)

@x
= �1

2

,

@� (d+ �, y)

@x
= �1

2

.

(1.29)

Объем мембраны для простоты характери-
зуется только омическим сопротивлением.

Решение задачи (1.17)–(1.18) в соответ-
ствии с граничными условиями (1.19)–(1.29)
для левого и правого ДПС имеет следующий
вид:
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Рис. 2. Эволюция спектров импеданса в зависимости от изменения параметра h

d+ � < x < d+ 2�,

C (x) =
sh

�
(d+ 2� � x)

p
i!

�

2

p
i! ch

�
�
p
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� (x) =
d+ 2� � x

2

� Z. (1.33)

Интегрирование уравнений (1.30)–(1.33) в
соответствие с условием непрерывности
электрохимического потенциала через про-
водящие поверхности мембраны позволяет
найти функцию полного импеданса изучае-
мой системы

R⌦ = � +
1X

n=1

sin

2
(⇡nh) th (⇡n�)

h2 (⇡n)3
, (1.34)

Z =

th

�
�
p
i!

�
p
i!

+

+

1X

n=1

sin

2
(⇡nh) th (� )

h2 (⇡n)2  
, (1.35)

Ztot = R⌦ + Z. (1.36)

2. Результаты и обсуждение
Функция R⌦ соответствует частотно

независимому омическому сопротивлению
ДПС. Новое слагаемое (второе) в уравнении
(1.34) возникает по причине наличия элек-
трической неоднородности поверхности мем-
браны. Функция Z частотно зависима. Пер-
вое слагаемое в уравнении (1.35) представ-

ляет собой классический импеданс Варбур-
га для диффузионного слоя конечной дли-
ны. Наконец, второе слагаемое в уравне-
нии (1.35) описывает вклад цилиндрической
диффузии в результирующий спектр импе-
данса. Именно это слагаемое вызывает от-
клонение от поведения спектра по типу Вар-
бурга из-за гетерогенности поверхности мем-
браны.

Подгоночными параметрами модели яв-
ляются толщина ДПС (�) и доля проводя-
щей ток поверхности мембраны (h). По срав-
нению с функцией импеданса типа класси-
ческого импеданса Варбурга для гомогенной
мембраны [5] появление двух новых слага-
емых обусловливает, во-первых, прибавку к
омическому сопротивлению системы (вызы-
вающему уширение спектра по оси абсцисс),
во-вторых, искажение спектра в области ча-
стот, отвечающих времени релаксации диф-
фузии в масштабах размера доли проводя-
щей ток поверхности (рис. 2).

На рис. 2 значения параметра h указа-
но над спектрами. Значение параметра � для
всех спектров равно 2. Видно, что модель об-
ладает высокой чувствительностью к изме-
нению параметра h. При h = 1 низкочастот-
ный спектр импеданса имеет форму клас-
сического спектра Варбурга для диффузи-
онного слоя конечной длины. Видно, что с
уменьшением доли проводящей поверхности
мембраны её полное сопротивление растет.
Также в высокочастотной области спектра
Варбурга наблюдается �прогиб�, формиро-
вание которого является следствием наложе-
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ния двух процессов в диффузионном слое:
плоской и цилиндрической диффузии. Так
как размер проводящего ток участка мень-
ше толщины ДПС, время релаксации диф-
фузии около него меньше и распределение
частот по спектру цилиндрической диффу-
зии смещено в высокочастотную область. Та-
ким образом, сложение этих двух спектров,
описываемых первым и вторым слагаемыми
в уравнении (1.35), не просто масштабирует
спектр Варбурга, а вызывает его искажение.

Заключение
Результаты проведенного исследования

позволяют обобщить метод ЭИС примени-
тельно к анализу структуры поверхности
ионообменных мембран. Впервые показано,
что искажение спектра Варбурга возможно
по причине наличия электрической неодно-
родности поверхности. Метод ЭИС крайне
чувствителен и наличие (отсутствие) какого-
либо физико-химического процесса в изуча-
емой системе тут же проявится в измене-
нии формы спектра импеданса. Таким обра-
зом, знание того, как тот или иной процесс
влияет на форму спектра, являются весьма
ценными. Новые знания, полученные посред-
ством разработанной модели, помогут точнее
и полнее интерпретировать эксперименталь-
ные спектры и получать из них больше по-
лезной информации о структуре поверхности
ионообменных мембран.
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