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Abstract. A new class of non-uniform cellular automaton using special accumulative functions,
which provide non-uniformity distribution related to traversed path, is presented in the work.
This type of automaton allows to model the wide range of processes of energy and matter propa-
gation in biology, technique, society, economics, taking into consideration the phenomena, which
result depending on propagation path, in complex systems with structural abnormalities. While
modelling one takes into consideration several phenomena intensity of which depends on traversed
path, and their interrelations. The model allows to improve the quality of prediction of complex
system malfunctions and effecciency of development methods for prediction of critical situations,
connected with the system termination.
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Введение

Процессы различного характера, проте-
кающие в природе, технике, экономике и об-
ществе, во многих случаях имеют нестаци-
онарный и нелинейный характер. Одно из
проявлений самоорганизации в таких про-
цессах � это автоволны, то есть самопод-
держивающиеся автономные волны, возни-
кающие в возбудимых средах. Для модели-
рования автоволн используются методы тео-
рии клеточных автоматов [1–4]. Преимуще-
ствами моделей такого типа перед моделя-
ми на основе дифференциальных уравне-
ний [5–7] являются меньшая вычислитель-
ная сложность, что позволяет производить
моделирование в реальном времени, а также
более простая алгоритмизация и адаптация
к задаче. Адаптивные неоднородные автома-
ты используются для анализа и моделирова-
ния различных процессов в энергетике, био-
логии, транспорте, распознавании образов и
изображений, криптографии [8–12].

Существующие методы, основанные на
клеточных автоматах, имеют свои недостат-
ки, не позволяющие применить их к задачам
распространения энергии и вещества в ак-

тивной возбудимой среде или накладываю-
щие при этом определенные ограничения на
моделирование. Например, отсутствие изо-
тропности [1], невозможность моделирова-
ния специфичных конфигураций неоднород-
ности среды, невозможность моделирова-
ния �неконсервативных� сил, усиливающих-
ся или затухающих по мере удаления от сво-
его источника в зависимости от длины прой-
денной траектории [1–4].

Моделирование автоволновых процессов
в энергетике, транспорте, бизнесе позволит
своевременно прогнозировать появление пе-
риодически и непериодически возникающих
критических ситуаций и разработать методы
их предотвращения или минимизации их по-
следствий.

Целью работы является построение мате-
матической модели широкого класса процес-
сов, результат действия которых зависит от
траектории распространения.

1. Описание сложных систем с
помощью адаптивного

неоднородного клеточного автомата

В процессе функционирования сложной
системы её элементы взаимодействуют меж-
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ду собой, в результате чего происходит пе-
ренос энергии и вещества. Каждому элемен-
ту поставим в соответствие определенную
клетку автомата. Способность элементов си-
стемы участвовать в переносе энергии или
вещества будем называть потенциалом дей-
ствия, а время сохранения этой способности
длительностью потенциала действия. Опре-
делим деактивацию, как временную потерю
элементом способности участвовать в пере-
носе вещества и энергии. Обратный пере-
ход элемента в нормальное состояние назо-
вем реактивацией. Построим модель, позво-
ляющую учитывать неоднородность законов
изменения потенциала действия в элементах
системы. Одним из следствий различий в
длительности потенциала действия в разных
элементах системы является изменение на-
правления распространения потока вещества
или энергии по отношению к первоначально
заданному направлению. Решение этой зада-
чи предполагает использование различных
функций перехода � в различных клетках ав-
томата.

Модели систем с неоднородной длитель-
ностью потенциала действия разрабатыва-
лись для описания кардиологических сигна-
лов [13,14]. В данном приложении элемента-
ми системы будут являться клетки миокар-
да; потенциалом действия � одноименная
характеристика клеточной мембраны; деак-
тивацией � деполяризация, переход клеточ-
ной мембраны в возбужденное состояние с
высоким потенциалом действия; реактиваци-
ей � реполяризация, переход клеточной мем-
браны в нормальное состояние с низким по-
тенциалом действия. Такая модель будет от-
ражать электрохимические процессы, напри-
мер, в желудочках сердца человека, и мо-
жет использоваться для изучения критиче-
ских изменений в миокарде, вызывающих на-
рушения сердечного ритма.

Различная длительность потенциала дей-
ствия в разных клетках автомата достигает-
ся путем добавления в клеточный автомат
элемента T � функции длительности потен-
циала действия, от которой будет зависеть
функция перехода.

Неоднородный клеточный автомат � это
конечное множество M элементов (клеток)
mi,j , таких что

M ⌘ (B,⌦, Q, q, q
0

,!, �, T ),

⌦ ⇢ N,Q ⇢ N2, q, q
0

2 Q,

!(q) : Q|B| ! ⌦,

�(!, q, T ) : ⌦⇥Q ! Q,

N � множество натуральных чисел;
B � множество соседей, метод допускает

использование любой необходимой тополо-
гии, например, прямоугольной, шестиуголь-
ной или более сложной, описываемой диа-
граммой Вороного;

⌦ � область значений функции входной
переменной !;

!(q) � функция входной переменной,
отображающая состояния qj клеток-соседей,
членов множества B, в множество возмож-
ных значений входной переменной ⌦;

q � состояние клетки;
q
0

� начальное состояние клетки;
Q � множество возможных состояний

клетки, а также область значения функции
перехода �;

�(!, q, T ) � функция перехода конечно-
го автомата, определяющая новое состояние
клетки в зависимости от текущего состоя-
ния, значения функции входной переменной
и параметра T , заданного отдельно для каж-
дой клетки автомата.

Для неоднородного клеточного автомата
функция перехода �, топология B или мно-
жество состояний Q могут отличаться для
разных клеток. Для реализации задач, по-
ставленных в данной работе, используется
неоднородный автомат, клетки которого от-
личаются значением параметра T , следстви-
ем этого является различная длительность
потенциала действия в разных клетках ав-
томата.

Адаптивный неоднородный клеточный
автомат � это неоднородный клеточный ав-
томат, распределение неоднородности кото-
рого зависит от параметров, изменяющихся
в результате его работы.

2. Неоднородный клеточный автомат с
аккумулятивным распределением

В моделях процессов, результат действия
которых зависит от траектории распро-
странения, используется адаптивный неод-
нородный клеточный автомат, функция пе-
рехода которого зависит от дополнитель-
ной переменной, характеризующей �неодно-
родность�. Значение этой переменной пере-
считывается при каждой итерации с помо-
щью адаптивной функции в зависимости от
предыдущих значений этой переменной в
окрестности клетки.

Предлагается адаптивная функция спе-
циального вида, далее называемая аккуму-
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лятивной функцией, являющаяся решени-
ем следующего нелинейного интегрального
уравнения Вольтерра:

g(x, y, t) =

t
Z

t0

u(x, y, l)⌘(g(x, y, l))⇥

⇥ (k(x, y, l)s(x, y, l) + ↵) dl + g
0

(x, y), (2.1)

где x, y � пространственные координаты, t �
координата времени, t 2 [t

0

,+1);
u(x, y, t) � параметрическая функция,

вид которой определяется спецификой зада-
чи;

⌘ � инверсированный индикатор равен-
ства нулю,

⌘(x) =

⇢

1, x = 0,

0, x 6= 0;

k(x, y, t) � нормировочная функция, дающая
при умножении на s(x, y, t) среднее по нену-
левым значениям,

k(x, y, t) =

0

@

y+a
Z

y�a

x+a
Z

x�a

⇢(g(p, q, t))dqdp+ �

1

A

�1

;

⇢ � индикатор равенства нулю,

⇢(x) =

⇢

0, x = 0,

1, x 6= 0;

� � малое положительное значение, предот-
вращающее неопределенность функции
k(x, y, t) в случаях, когда подынтегральное
выражение равно нулю, 0 < � ⌧ 1;

s(x, y, t) � интегральная сумма значе-
ний аккумулятивной функции по окрестно-
сти точки (x, y),

s(x, y, t) =

y+a
Z

y�a

x+a
Z

x�a

g(p, q, t)dqdp;

g
0

(x, y) � функция начальных условий,

g
0

(x, y) =

⇢

g
min

, (x, y) 2 X
0

⇥ Y
0

,

0, (x, y) /2 X
0

⇥ Y
0

;

g
min

� положительное число, определяю-
щее минимальное значение аккумулятивной
функции (g

min

> 0), совокупность множеств
X

0

и Y
0

представляет собой область инициа-
ции;

↵ � приращение накопления (↵ > 0),
параметр, определяющий скорость возраста-
ния аккумулятивной функции.

Аккумулятивная функция (2.1) име-
ет следующие преимущества по сравнению
с функциями памяти клеточных автома-
тов [12, 15]: 1 � предоставляет возможность
адаптивного ограничения верхнего предела
интегрирования в зависимости от неодно-
родности аккумулятивной функции в точке
(x, y) при помощи индикаторной функции ⌘;
2 � учитывает не только состояние текущей
ячейки, но и состояния ячеек, относящихся к
её окрестности, и использует запоминание с
приращением. Свойства 1, 2 в совокупности
обеспечивают пространственное возрастание
функции с градиентом, направленным от ис-
точника, заданного функцией g

0

(x, y).
Другим важным свойством аккумулятив-

ной функции является её ограниченность
сверху, что позволяет применять её предель-
ные значения при t ! 1 в клеточных авто-
матах в качестве смоделированных значений
сил, отвечающих за затухание или усиление.

Значения аккумулятивной функции
можно определить посредством численного
решения дифференциального уравнения, со-
ответствующего интегральному уравнению
(2.1):

@g(x, y, t)

@t
= u(x, y, t)⌘(g(x, y, t))⇥

⇥ (k(x, y, t)s(x, y, t) + ↵) , (2.2)

с начальным условием

g(x, y, t
0

) = g
0

(x, y).

В рамках метода клеточного автомата для
получения качественных закономерностей,
не требующих высокой точности численной
процедуры, при решении уравнения (2.2) до-
статочно использовать метод Эйлера первого
порядка. Расчет функций k(x, y, t) и s(x, y, t)
при этом может быть произведен численным
интегрированием методом прямоугольников

k0(x, y, t) =
1

h2
y+a
P

j=y�a

x+a
P

i=x�a
⇢(g(i, j, t)) + �

,

s0(x, y, t) = h2
y+a
X

j=y�a

x+a
X

i=x�a

g(i, j, t),

где h � шаг сетки клеточного автомата.
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В результате получим следующий алго-
ритм вычисления значений аккумулятивной
функции

g(x, y, t
0

) = g
0

(x, y),

g(x, y, tk+1

) = g(x, y, tk)+

+ u(x, y, tk)⌘(g(x, y, tk))⇥
⇥
�

k0(x, y, t)s0(x, y, t) + ↵
�

.

Для моделирования активной возбудимой
среды с учетом �неконсервативных� яв-
лений изменения длительности взаимодей-
ствия, явлений деактивации и затухания
с учетом заданной неоднородности, связан-
ной со структурными повреждениями, пред-
лагается усовершенствованный адаптивный
неоднородный клеточный автомат с двумя
переменными неоднородности p и h, мо-
дифицированными уравнениями адаптации
�(!, g, q) и перехода состояния �(!, q, g, rg):

M ⌘ (B,⌦, Q,G, q, g, �, �),

Q ⇢ N4,⌦ ⇢ N2, q, q
0

2 Q,

q ⌘ (u, v, t, z) 2 Q,

!(q) : Q|B| ! ⌦,

g ⌘ (�, a, p, h) 2 G ⇢ Z4, g
0

2 G,

�(!, g, q) : ⌦⇥G|B| ! G,

rg(g) : G
|B| ! Z,

N � множество натуральных чисел, Z �
множество целых чисел;

B � множество соседей, например, пря-
моугольная сетка и окрестность Мура, то
есть 8 ячеек, имеющих общую вершину с
данной на прямоугольной сетке, и 16 ячеек,
имеющих общую вершину хотя бы с одной из
этих 8 ячеек;

! � функция входной переменной, воз-
вращает два значения: !a � средний уро-
вень возбуждения деактивации в окрестно-
сти клетки и !b � средний уровень возбуж-
дения реактивации в окрестности клетки, �

!({qj}) = (!a({qj}),!b({qj})) =

=

0

@

X

j

uj |zj=1

,
X

j

uj |zj=3

1

A , (2.3)

функция определена на множестве состоя-
ний клеток, входящих в множество соседей

B, индекс j в суммировании нумерует клет-
ки этого множества;

q � вектор состояния, заданный четырь-
мя параметрами u, v, t, z: u � уровень воз-
буждения, v � уровень восстановления, отве-
чает за длительность фазы восстановления
возбудимой среды, t � таймер задержки ре-
активации, определяет увеличение длитель-
ности потенциала действия (t > 0), учиты-
вает разницу потенциала действия в разных
областях модели в зависимости от параметра
неоднородности p, z � индикатор состояния,
показывает какой из процессов деактивации
или реактивации, протекает в настоящий мо-
мент времени.

Переменная q определяет текущее состо-
яние элементов системы. Например, в моде-
ли электрохимических процессов параметры
u, v соответствуют параметрам реакционно-
диффузной модели и характеризуются ана-
логичной динамикой изменения. Перемен-
ные t и z � вспомогательные, они необходи-
мы для учета неоднородности и выполнения
адаптации переменных неоднородности меж-
ду итерациями.

В процессе работы автомата уровень воз-
буждения u вначале возрастает с нуля до
своего максимального значения, что соот-
ветствует деактивации элемента (деполяри-
зации в электрохимической модели). Далее
производится последовательное повышение
значения уровня восстановления v до макси-
мального, за которым следует снижение па-
раметров u и v до нуля, что соответствует ре-
активации элемента (реполяризации в элек-
трохимической модели).

Также использованы следующие обозна-
чения:

g � вектор неоднородности, определяе-
мый четырьмя элементами �, a, p, h, где
� � параметр, характеризующий изотроп-
ность или неизотропность, a описывает уро-
вень структурных нарушений. Его числовое
значение определяется, например, временем
задержки процессов реактивации в данной
клетке модели, в результате адаптации этот
параметр может описывать процессы дегра-
дации или восстановления поврежденных об-
ластей.

С помощью параметра p моделируются
явления уменьшения длительности реакти-
вации в зависимости от расстояния, пройден-
ного от источника деактивации. Данное яв-
ление представляет собой пример �неконсер-
вативного� явления, так как усиление при
распространении возбуждения деактивации,
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может происходить по криволинейной тра-
ектории при распространении в среде име-
ющей сложную форму, поэтому необходимо
использовать управляемую аккумулятивную
функцию адаптации.

Параметр h моделирует явления умень-
шения длительности реактивации в зависи-
мости от расстояния, пройденного от области
начала реактивации. Данное явление также
представляет собой пример �неконсерватив-
ного� явления, так как распространение воз-
буждения реактивации из-за наличия пре-
пятствий в виде других деактивированных
ячеек или участков со структурными нару-
шениями может происходить по криволиней-
ной траектории, поэтому также требует ис-
пользования управляемой аккумулятивной
функции адаптации.

Функция адаптации переменной неодно-
родности �(!, {gj}, q) передает значение па-
раметров �, a на следующую итерацию в
случаях, если они не изменяются.

Параметр p адаптируется на каждой ите-
рации с помощью аккумулятивной функции

�p(!, {(�, p)j}, z) = px,y+

+ up(!,�)⌘(px,y)

0

B

B

@

P

j
pj(t)

P

j
⇢(pj(t)) + �

+ ↵p

1

C

C

A

.

Адаптивная функция для переменной h
строится аналогично адаптивной функции
для переменной p, так как моделируемые
ими явления схожи при деактивации и при
реактивации

�h(!, {(�, a, p, h)j}, z) = hx,y+

+ uh(!,�)⌘(hx,y)

0

B

B

@

P

j
hj(t)

P

j
⇢(hj(t)) + �

+ ↵h

1

C

C

A

.

Клетки, в которых начинается деактивация
и реактивация, определяются адаптивно с
помощью соответствующего управляющего
члена up или uh, где

up(!(t),�) =

⇢

1, !a(t) > �,

0, !a(t) < �,

uh(!(t),�) =

⇢

1, !b(t) > �,

0, !b(t) < �.

При этом для расчета значений функций !a

и !b используется формула (2.3), то есть эти

условия аналогичны условиям передачи воз-
буждения деактивации и реактивации соот-
ветственно между клетками модели. Такой
управляющий член позволяет построить ак-
кумулятивную функцию для адаптации зна-
чений переменных неоднородности p и h с
учетом пройденного расстояния от источни-
ка деактивации и области начала реактива-
ции соответственно.

Остальные параметры в уравнениях име-
ют следующий смысл:

�x,y, ax,y, px,y � значения параметров
неоднородности �, a и pперед адаптацией,
в клетке, для которой производится рас-
чет. Данные значения являются аргумента-
ми функции и принадлежат множеству {gj},
содержащему также значения переменных
неоднородности для всех клеток-соседей из
множества B;

↵p > 0, ↵h > 0 � коэффициенты накоп-
ления, определяющие, соответственно рост
значений p и h по мере удаления от источни-
ка деактивации или реактивации, различные
значения этих параметров могут быть ис-
пользованы для калибровки параметров мо-
дели.

В адаптивной функции �(!, {gj}, q) опре-
делены условия сброса значений адаптаци-
онной функции для перехода на следующую
итерацию. Итерация представляет собой сле-
дующий цикл деактивации и реактивации от
некоторого источника, при этом переопреде-
ляется также значение g

0

для отражения но-
вой позиции источников. Сброс происходит
отдельно для каждой клетки при достиже-
нии переменной состояния z конечного зна-
чения.

Значения z 2 {1,2} означают фазы де-
активации, после завершения которых пара-
метр p больше не используется и может быть
обнулен. Аналогично значение z = 3 соответ-
ствует реактивации, во время которой адап-
тируется значение h, а z = 4 � сбросу состо-
яния, при котором происходит обнуление h и
переход к следующей итерации деактивации-
реактивации.

Еще одним новым компонентом модели
структурных нарушений является функция
взаимосвязи rg(g), принимающая на вход
значение переменной неоднородности g в
клетках-соседях и возвращающая значение
воздействия деактивации в окрестности дан-
ной клетки на скорость реактивации, свя-
занную с увеличением длительности воздей-
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ствия
rp(g) = pr

X

j

⇢ (pi,j(t)),

где pr � положительное число, характеризу-
ющее степень влияния процессов деактива-
ции на длительность реактивации (pr > 0).

Функция перехода состояний �(!, q, g, rg)
содержит требуемое постановкой задачи ко-
личество адаптируемых параметров неод-
нородности, моделируя взаимодействие эле-
ментов системы. Следует отметить, что та-
кого типа модель невозможно построить в
рамках математического аппарата клеточ-
ных автоматов с памятью [12], так как па-
мять в них адаптируется в соответствии с
состоянием q ячеек и подразумевает исполь-
зование только одной переменной неоднород-
ности.

Совокупность компонент rg(g), p, h пред-
ставляет собой вектор неоднородности T , ис-
пользуемый в функции перехода � и опреде-
ляющий длительность потенциала действия
клетки, согласно следующим уравнениям:

⌧p(p) = max(p
max

� p, p
min

),

⌧h(p, a, rg) = max(h
max

� h+ a+ rg, hmin

),

где ⌧p � длительность задержки перед реак-
тивацией, ⌧h � длительности задержки после
реактивации;

p
min

, p
max

� минимальное и максималь-
ное значения длительности потенциала дей-
ствия, характерные для клеток, сильно уда-
ленных от источника деактивации, и клеток
вблизи источника соответственно;

h
min

, h
max

� минимальное и максималь-
ное значения длительности потенциала дей-
ствия, характерные для клеток, находящих-
ся вдали и вблизи от очага самопроизволь-
ной реактивации соответственно;

↵ � уровень влияния структурных повре-
ждений клетки на длительность деактива-
ции.

Путем использования уравнений задер-
жек ⌧p, ⌧h для каждого элемента систе-
мы, моделируемого клеткой автомата, дли-
тельность потенциала действия определяет-
ся адаптивно, с учетом траектории распро-
странения вещества и энергии.

Заключение

В данной работе предложен новый класс
неоднородных клеточных автоматов, ис-
пользующих специальные аккумулятивные

функции для распределения неоднородно-
сти. Этот тип автомата предназначен для мо-
делирования процессов распространения ве-
щества и энергии, результат действия кото-
рых зависит от траектории распространения
в сложных системах с учетом их структур-
ных нарушений.

Модель позволяет повысить информа-
тивность численного анализа и прогноза воз-
никновения периодических и непериодиче-
ских нарушений функционирования слож-
ных систем, включая критические ситуации
прекращения их деятельности.

Разработанный математический метод
может быть использован для моделирования
в реальном времени большого многообразия
процессов, в биологии, транспорте, энергети-
ке, экономике, инфокоммуникационных си-
стемах.
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