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The work describes new properties of the Green matrices of dynamic problems for multi-layered
semi-bounded media with fractures.

В работах [1, 2] предложен эффективный
метод исследования динамических задач тео-
рии упругости для многослойных полуограни-
ченных сред, содержащих в плоскостях разде-
ла или внутри слоев множественные дефекты
типа трещин-полостей или жестких включе-
ний. На его основе краевые задачи со смешан-
ными граничными условиями на поверхности
среды и в плоскостях расположения дефек-
тов сведены к системам интегральных уравне-
ний (СИУ) относительно контактных напря-
жений, скачков векторов перемещений на бе-
регах трещин и скачков векторов напряжений
на границах включений, дальнейшее решение
которых предполагает использование метода
фиктивного поглощения [3].

В настоящей работе приводятся свойства
матриц-символов Грина построенных СИУ, в
том числе новые, не встречавшиеся авторам в

других работах, посвященных указанной те-
матике.

Рассмотрим задачу о колебаниях па-
кета из N параллельных слоев толщины
H = 2h1 + 2h2 + . . . + 2hN в условиях неиде-
ального контакта между ними. Каждый слой
имеет свои характеристики: полутолщину hk,
плотность ρk, модуль сдвига µk и коэффици-
ент Пуассона νk. Нижняя грань пакета жест-
ко сцеплена с недеформируемым основанием,
а поверхность среды подвержена гармониче-
ской нагрузке. В плоскостях раздела слоев
имеются трещины, занимающие области Ωm

(m = 1, 2, . . . N − 1), на границе которых век-
тор перемещений претерпевает разрыв.

Система функционально-матричных со-
отношений, связывающих в трансформан-
тах Фурье перемещения W1 точек по-
верхности среды, скачки перемещений fm
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(m = 1, 2, . . . N − 1) на берегах трещин и на-
пряжения Tk (k = 0, 1, 2, . . . N −1) на верхней
грани (k+ 1)-го слоя, методом, изложенным в
работах [1, 2], получена в форме

KU = T, (1)

T = (W1,T1,T2, . . . ,TN−1),

U = (T0, f1, f2, . . . , fN−1),

где элементами блочной матрицы K =
= ||Kij ||Ni,j=1 являются матрицы-функции,
причем

K11 = RN (h1) ≡ RN (h1, . . . , hN ),

K22 = F−1
1 ,

Kjj = F−1
j−1Gj−1Kj−1,j−1B−(hj−1)F

−1
j−1+

+

j−2∏
k=1

(gk)
−1F−1

j−1, j = 3, . . . , N.

Недиагональные элементы имеют вид

K12 = B−(h1)F
−1
1 , K21 = F−1

1 G1,

Kij = Ki,j−1B−(hj−1)F
−1
j−1, i < j,

i = 1, 2, . . . , N − 1, j = 3, 4, . . . , N,

Kij = F−1
i−1Gi−1Ki,j−1, i > j,

j = 1, 2, . . . , N − 1, i = 3, 4, . . . , N.

Здесь

Fk(hk, . . . , hN ) =

= B−(−hk)− gkRN−k(hk+1, . . . , hN ),

k = 1, 2, . . . , N − 1,

FN (hN ) = B−(−hN ), gk =
µk
µk+1

,

Gk = −B+(−hk), k = 1, . . . , N,

RN+1−k(hk) ≡ RN+1−k(hk, hk+1, . . . , hN ) —
матрицы-символы Грина k-слойной среды без
дефектов, определяемые по формуле [3]

RN−k+1(hk, hk+1, . . . , hN ) =

= B+(hk) + B−(hk)F
−1
k Gk,

k = 1, 2, . . . , N.

Базовые матрицы B± (h) имеют структуру

B± (h) =

 b±11 b±12 ±b±13
b±21 b±22 ±β

αb
±
13

−b±13 −β
αb

±
13 ±b±33

 .

Их элементы зависят от параметров конкрет-
ного слоя толщины 2h и представимы в виде
отношения целых функций

b±11 =
α2

λ4∆10
m±

10 +
β2

λ4∆20
n±0 ,

b±22 =
β2

λ4∆10
m±

10 +
α2

λ4∆20
n±0 ,

b±12 = b±21 =
αβ

λ4

(
1

∆10
m±

10 −
1

∆20
n±0

)
,

b±13 =
iα

λ2∆10
m±

20, b±33 =
k±20
∆10

.

Здесь

m+
10 = −σ2Ω2(γ2 c2s1 − λ2σ1σ2c1s2),

m−
10 = σ2Ω

2(γ2 s1 − λ2σ1σ2s2),

k+20 = −σ1Ω2(γ2 c1s2 − λ2σ1σ2c2s1),

k−20 = −σ1Ω2(γ2 s2 − λ2σ1σ2s1),

m+
20 = 2σ1σ2γ(γ + λ2)(c1c2 − 1)−

− 2(γ3 + λ2σ21σ
2
2)s1s2,

m−
20 = Ω2γσ1σ2 (c1 − c2) ,

n+0 = c2, n−0 = −1,

∆10 = 4
(
γ4 + λ4σ21σ

2
2

)
s1s2−

− 8σ1σ2γ
2λ2(c1c2 − 1), (2)

∆20 = σ2s2.

В последних формулах Ω2 = ρω2/µ,
λ2 = α2 + β2, γ = λ2 − 0, 5Ω2, σ22 = λ2 − Ω2,
σ21 = λ2 − εΩ2, ε = (1 − 2ν)/(2 − 2ν),
ci = ch(2hσi), si = sh(2hσi), где σj — корни ха-
рактеристического уравнения задачи для од-
ного слоя, ω — частота колебаний; ρ — плот-
ность; µ — модуль сдвига; ν — коэффициент
Пуассона для конкретного слоя, занимающе-
го область (|z| 6 h,−∞ < x, y < ∞); α, β —
параметры преобразования Фурье.

Другие подходы к построению систем,
аналогичных (1) предложены в [4–14].
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На основе соотношений (1) легко выпи-
сываются системы интегральных уравнений
(СИУ) динамической смешанной задачи отно-
сительно неизвестных скачков перемещений
на берегах трещин и контактных давлений
под штампом [15,16].

Метод фиктивного поглощения, который
был выбран для построения решения СИУ,
требует знания асимптотического поведения
и особенностей элементов и определителей
подынтегральных матриц-функций Kij , а
также определителя системы (1). Для пере-
численных функций получены новые пред-
ставления, удобные для численного анализа.

При исследовании асимптотических
свойств матриц-функций Kij установлено
экспоненциальное убывание элементов Kij ,
(i 6= j) при |λ| → ∞, а главные члены асимп-
тотических разложений матриц Kjj предста-
вимы в виде

Kjj = K0
jj

(
1 +O

(
λ−2

))
,

где элементы матрицы K0
jj = ||kij ||3 имеют

вид (α = λ cosϕ, β = λ sinϕ)

k11 = M0
j1 cos2 ϕ+N0

j sin2 ϕ,

k22 = M0
j1 sin2 ϕ+N0

j cos2 ϕ,

k12 = k21 = sinϕ cosϕ(M0
j1 −N0

j ),

k13 = −k31 = iM0
j2 cosϕ,

k23 = −k32 = iM0
j2 sinϕ,

k33 = M0
j1,

M0
11 =

1− ν1
|λ|

, M0
12 =

1− 2ν1
2λ

,

N0
1 =

1

|λ|
,

M0
j1 = |λ| a1

(a21 − a22)
, M0

j2 = λ
a2

(a21 − a22)
,

N0
j =
|λ|
a3
, j 6= 1,

a1 = (1− νj−1) + gj−1 (1− νj) ,

a2 =

(
−νj−1 +

1

2

)
− gj−1

(
−νj +

1

2

)
a3 = 1 + gj−1.

Для формирования условий локализации виб-
рационного процесса [6] особый интерес пред-
ставляет поиск нулей определителя систе-
мы (1).

Впервые установлено, что для пакета из
N слоев, жестко сцепленного с недеформиру-
емым основанием, при наличии штампа на по-
верхности среды и трещин на стыках слоев,
определитель системы имеет вид

detK = µ det (B+(h1))
N−1∏
k=1

det
(
F−1
k

)
,

µ =
µN−1

µ1
.

(3)

Если внешнее воздействие T0 отсутствует, то
размерность системы (1) понижается на еди-
ницу и ее определитель равен

detK = µ
N−1∏
k=1

det
(
F−1
k

)
. (4)

Несложно показать, что определители (3) и
(4) представимы в виде произведения

detK = µdetK1 detK2.

Для detKp (p=1,2) получены новые соотно-
шения, позволяющие эффективно проводить
численный анализ нулей и полюсов в плоско-
сти (λ, ω) и изучать поведение дисперсионных
кривых при различных значениях параметров
задачи

detKp =
∆p1(hN )

∆pN (h1, h2, . . . , hN )
×

×


∆p1(h1)

(
N−1∏
k=2

∆p0(hk)

)
, T0 6= 0,(

N−1∏
k=1

∆p0(hk)

)
, T0 = 0.

(5)

В этих формулах ∆p1, ∆pN , p = 1, 2 — зна-
менатели определителей и элементов матриц-
символов Грина соответственно для одно-
слойной и N -слойной среды без дефек-
тов с жестко защемленной нижней грани-
цей, а ∆p0 — знаменатели элементов базо-
вой матрицы-функции B+(h1) (знаменатели
определителя и элементов однослойной среды
со свободной нижней поверхностью).

Заметим, что при λ ≡ α, β = 0 система
(1) распадается на две независимые системы,
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отвечающие плоской задаче с блочной матри-
цей K ≡ K1 и антиплоской задаче с матрицей
K ≡ K2, определители которых описываются
формулой (5).

Из (5) следует, что нули изучаемого опре-
делителя detK в случае T0 6= 0 явля-
ются совокупностью полюсов определителей
матриц-символов Грина одного слоя с за-
щемленной нижней гранью с параметрами
верхнего и нижнего слоев ∆11(h1), ∆11(hN ),
∆21(h1), ∆21(hN ), а также полюсов опреде-
лителей матриц-символов Грина однослойных
сред со свободной нижней гранью с пара-
метрами внутренних слоев ∆10(hk), ∆20(hk)
(k = 2, . . . , N − 1). Функции ∆p0(h) даются
формулами (2), а ∆p1(h) имеют вид

∆11 =
1

2
σ1σ2

[
1

4
Ω4
2 −

(
γ + λ2

)2
+

+

(
1

4
Ω4
2 +

(
γ + λ2

)2)
c1c2

]
−

− λ2
(
γ2 + σ21σ

2
2

)
s1s2,

∆21 = c2, ci = ch(2hσi), si = sh(2hσi).

Таким образом, каждый из сомножителей,
входящих в (5), зависит от геометрических и
механических параметров только одного слоя.
Проводя вычислительные эксперименты, под-
бором этих параметров можно управлять вол-
новыми, в том числе и резонансными, свой-
ствами изучаемых объектов.

Рассмотрим плоскую задачу для пакета
из N слоев при отсутствии трещин (идеаль-
ная среда) или наличии только одной трещи-
ны.
1. Среда без дефектов, внешняя нагрузка от-

лична от нуля (T0 6= 0), тогда система (1)
эквивалентна одному матричному уравне-
нию

K11T0 = W1,

detK ≡ detK11 =
D1N (h1, h2, . . . , hN )

∆1N (h1, h2, . . . , hN )
.

2. Когда трещина расположена между первым
и вторым слоем и T0 6= 0, имеем систему
двух матричных уравнений{

K11T0 + K12f1 = W1,

K21T0 + K22f1 = T1,

определитель которой равен

detK =
∆11(h1)∆1N−1(h2, . . . , hN )

∆1N (h1, . . . , hN )
.

3. Если трещина расположена между вторым
и третьим слоем, то также имеем систему
двух уравнений с определителем

detK =
1

g1

∆12(h2, h1)∆1(N−2)(h3, . . . , hN )

∆1N (h1, . . . , hN )
.

4. Если трещина находится на границе между
m и m+ 1 слоем (m = 1, 2, . . . , N − 1), то

detK =
µm
µ1

∆−1
1N (h1, . . . , hN )×

×∆1m(hm, . . . , h1)∆1(N−m)(hm+1, . . . , hN ).

5. Если в условиях п.2 принятьT0 = 0, то име-
ем одно матричное уравнение K22f1 = T1 с
определителем

detK = detK22 =

=
∆10(h1)∆1N−1(h2, . . . , hN )

∆1N (h1, h2, . . . , hN )
.

Из полученных соотношений (3)–(5) мож-
но сделать ряд важных заключений, даже
не прибегая к численному анализу, что так-
же является их достоинством. Например,
в [3] изучены условия существования изо-
лированных резонансов системы «массивный
штамп — пакет слоев, жестко сцепленный
с недеформируемым основанием». Показано,
что точек дискретного спектра всегда конеч-
ное число, и они лежат в диапазоне частот
0 < ω < ωкр 6= 0. Если ωкр = 0, то рассматри-
ваемая система не имеет низкочастотных ре-
зонансов. Из (3–5) следует, что при идеаль-
ном контакте между слоями или при наличии
только одной трещины detK (λ, ω) имеет ве-
щественные нули и полюса, начиная с некото-
рого значения ω = ω∗ > 0. Если трещин в сре-
де две и более, то за счет функций ∆p0(λ, ω)
появляются кривые нулей, выходящие из на-
чала координат, что соответствует ωкр = 0. В
случае T0 = 0 при любом количестве трещин
ωкр = 0.

Детальный численный анализ дисперси-
онных кривых элементов и определителей
матриц K1 и K2 для двух- и трехслойной сре-
ды приведен в [17–20].
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