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Abstract. Functionally graded and pre-strained materials find wide application in various en-
gineering fields with large thermo-mechanical loads. Knowing the exact laws heterogeneity of
materials after fabrication requires the solution of coefficient inverse problems of thermoelas-
ticity. In this work we present the formulation of the inverse problems of thermoelasticity for
pre-stressed functionally graded cylinder. The direct problem is solved on the basis of the method
of adjustment in transform by Laplace and use handling procedures implemented in accordance
with the method of Durbin. As additional information when solving the inverse problem is the
measured displacement at the external border. For the solution of nonlinear inverse problems
based on the method of linearization was built by an iterative process. Thermomechanical char-
acteristics were recovered in two stages. The first stage was an initial approximation. In the
second stage of the amendment to the restoring characteristics were determined from the solution
of the Fredholm integral equations of the 1st kind. The results of computational experiments
are presented. The influence of prestressed term on the results of reconstruction of thermoelastic
characteristics is considered.
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Введение

Изучение термомеханических процессов
в телах цилиндрической формы имеет боль-
шое значение для многих областей науки и
техники, в частности для волноводов и тру-
бопроводов. При этом для термомеханиче-
ских расчетов требуется знание физических
характеристик материалов. Часто при мо-
делировании считают, что материал одноро-
ден, поэтому его термомеханические харак-
теристики описывают набором физических

постоянных. Однако в последние годы все
шире внедряются функционально-градиент-
ные материалы � композиты, обладающие
переменными физическими свойствами [1, 2]
и обеспечивающие некоторые новые каче-
ства для исследуемых объектов. Неоднород-
ную структуру материалы могут получить
также в процессе эксплуатации, например,
из-за воздействия больших тепловых по-
лей. Для адекватного описания напряженно-
деформированного состояния трубопрово-
дов важно учитывать и наличие предвари-
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тельных напряжений. В случае неоднород-
ных предварительно-напряженных тел пря-
мые измерения термомеханических харак-
теристик невозможны, поскольку искомые
зависимости представляют собой некоторые
функции координат. В связи с этим требует-
ся разработка эффективной технологии кон-
троля качества таких материалов после из-
готовления на основе решения коэффициент-
ных обратных задач (КОЗ) термоупругости.
Отметим, что КОЗ термоупругости � ма-
лоизученный раздел математической физи-
ки [2–5], а на практике исследование КОЗ
термоупругости проводят только в классах
слоистых [4] или слабо-неоднородных струк-
тур [5].

В последние годы в ряде работ [6–10]
развит новый подход к решению нелиней-
ных обратных задач. В этих работах ре-
шение обратных задач сводится к итераци-
онному процессу, на каждом этапе которо-
го решается линейное интегральное урав-
нение Фредгольма 1-го рода. Этот под-
ход ранее был успешно применен в [11]
для идентификации термомеханических ха-
рактеристик неоднородного стержня при
наличии предварительно-напряженного со-
стояния. В настоящей работе этот под-
ход распространен на решение обратной
задачи для функционально-градиентного
предварительно-напряженного цилиндра. С
этой целью сначала на основе подхода, пред-
ложенного ранее Треффтцем Э. и развито-
го Гузем А.Н. [12], были получены урав-
нения термоупругости для предварительно-
напряженного цилиндра. Прямая задача для
цилиндра решалась на основе метода при-
стрелки в трансформантах и обращения
трансформант решений на основе метода
Дурбина. Проведен анализ влияния предна-
пряжений на смещение внешней поверхно-
сти цилиндра. Для решения обратной зада-
чи были получены операторные уравнения,
связывающие искомые и измеряемые функ-
ции, и проведены вычислительные экспери-
менты. Сделан анализ влияния предвари-
тельных напряжений на результаты рекон-
струкции термоупругих характеристик ци-
линдра.

1. Решение прямой задачи для
неоднородного термоупругого

цилиндра
Рассмотрим плоскую задачу о радиаль-

ных колебаниях неоднородного предвари-
тельно напряженного термоупругого цилин-

дра под действием равномерно распределен-
ной нагрузки, приложенной на внешней по-
верхности r = b. Внутренняя поверхность
цилиндра r = a теплоизолирована. При этом
будем различать два способа возбуждения
колебаний � тепловой и механический.

В соответствии с линеаризованной моде-
лью [12] начально-краевая задача для случая
механического способа возбуждения колеба-
ний имеет вид
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После обезразмеривания начально-краевая
задача (1.1)–(1.6) примет вид
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Прямая задача термоупругости заключается
в определении функций U(z, ⌧
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Для решения прямой задачи (1.7)–(1.12)
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методом пристрелки [13]. Для нахождения
оригиналов функций по их трансформантам
в работе применяется метод Дурбина [14].

Проведено исследование влияния началь-
ного состояния, возникшего в результате теп-
лового воздействия, на безразмерное смеще-
ние точек внешней поверхности цилиндра.
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На рис. 1 изображены графики изменения
смещения внешней поверхности цилиндра от
времени при нагрузке '(⌧

1

) = H(⌧
1

), безраз-
мерных параметрах z
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= 0,5, s̄ = 1, ¯� = 0,5,
� = 0,1 и различных величинах тепловой на-
грузки !

0

, создающей начальное состояние.
Анализ влияния уровня начального состоя-
ния на смещение точек цилиндра показал,
что это влияние наиболее существенно при
!
0

> 0,1.
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Рис. 1. Влияние начального состояния на смещение внешней поверхности цилиндра

2. Решение обратной задачи
термоупругости для цилиндра

В обратной задаче требуется определить
одну из термомеханических характеристик
цилиндра при известных остальных по неко-
торой дополнительной информации. В ка-
честве такой информации в случае механи-
ческого нагружения выступает смещение на
его наружной поверхности
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сти
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Коэффициентная обратная задача термо-
упругости относится к нелинейным зада-
чам, решаемым, как правило, путем построе-
ния итерационного процесса, на каждом эта-
пе которого решается линейное операторное
уравнение.

Процедура восстановления термомеха-
нических коэффициентов ā(z) состоит из
двух этапов. На первом этапе определяет-
ся начальное приближение в классе положи-
тельных ограниченных линейных функций
ā(0)(z) = kz+b на основе минимизации функ-
ционала невязки, который в случае механи-

ческого нагружения цилиндра имеет вид
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На втором этапе уточняется закон изменения
восстанавливаемой функции на основе мето-
да линеаризации в окрестности некоторого
известного состояния. Выполняя действия,
аналогичные описанным в [13], были полу-
чены интегральные уравнения Фредгольма
1-го рода для нахождения поправок восста-
навливаемых функций. Так, для нахождения
поправок плотности получено уравнение
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Рис. 2. Результат реконструкции
коэффициента теплопроводности

Рис. 3. Результат реконструкции модуля
упругости

Решение интегральных уравнений вида
(2.5) является некорректной задачей. В ра-
боте для регуляризации уравнения (2.5) при-
менялся метод Тихонова [15]. На основе ин-
тегральных уравнений вида (2.5) строится
итерационный процесс уточнения реконстру-
ируемой функции по следующей схеме:

ā(n)(z) = ā(n�1)

(z) + �ā(n�1)

(z). (2.6)
Выход из итерационного процесса осуществ-
лялся по достижении функционалом невязки
порогового значения, равного 10

�6.

3. Результаты вычислительных
экспериментов

При проведении вычислительного экспе-
римента принято

'(⌧
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) = H(⌧
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),

z
0

= 0,5, � = 0,05, " = 10

�6.

Сначала были проведены исследования
по реконструкции термомеханических ха-
рактеристик цилиндра при отсутствии на-
чального состояния. Определены наиболее
информативные промежутки времени для
измерения смещений и температуры на
внешней поверхности цилиндра и оцене-
на погрешность реконструкции в зависи-
мости от типа нагружения и монотон-
ности функций, характеризующих неодно-
родность. Оказалось, что измерения наи-
более информативны внутри безразмер-
ных временных отрезков [a, b] = [0, 2],

[c, d] = [0, 0,5] при 4 точках наблюдения.
Безразмерные термоупругие характеристи-
ки цилиндра восстанавливаются с хорошей
точностью: погрешность реконструкции мо-
нотонных функций не превосходит 4 %, а
немонотонных 10 %. Для достижения поро-
гового значения в функционале невязки при
реконструкции гладких функций требуется
не более 8 итераций.

Появление начального состояния, вы-
званного тепловым воздействием, характе-
ризуемым величиной !

0

, существенно влия-
ет на результаты реконструкции некоторых
термомеханических характеристик. При уве-
личении начальных напряжений и предна-
грева погрешность реконструкция модулей
упругости s̄(z), ¯�(z) быстро возрастает. Так,
при !

0

= 0,05 погрешность восстановления
s̄(z) для монотонных функций увеличивает-
ся до 6 %, при !

0

= 0,1 � до 11%, а при
!
0

> 0,18 реконструкция становится уже
невозможной. В то же время возрастание
!
0

до единицы увеличивает относительную
погрешность реконструкции коэффициентов
с̄(z), ¯k(z), �̄(z) только на 1–3 %.

На рис. 2 и 3 сплошной линией изобра-
жен точный закон, точками � восстановлен-
ный при параметре !

0

= 0,05, пунктиром �
начальное приближение.

На рис. 2 приводится пример ре-
конструкции немонотонной функции
¯k(z) = 2 � 0,7 sin(⇡z). Начальное прибли-
жение ¯k

0

(z) = 1,95 � 0,6z. Для достижения
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порогового значения в функционале (2.3)
потребовалось 7 итераций. Погрешность ре-
конструкции на последней итерации не пре-
высила 6 %.

На рис. 3 изображен результат
реконструкции убывающей функции
s̄(z) = 1,5 � 0,1e2z. Начальное приближе-
ние s̄

0

(z) = 1,35 � 0,5z. Потребовалось 8
итераций; погрешность восстановления на
последней итерации не превысила 5 %.
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