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Abstract. A static boundary about the interaction of lithospheric plates, contacting at a fault

and locating on a deformable foundation is considered. The problem is reduced to the research
and solution of the system of Wiener–Hopf functional equations, the exact solution of which is
obtained recently. The boundary value problem was reduced to functional equations transformed
to pseudo differential equations applying the topological method. The factorization of the matrix-
functions were made and the exterior forms were used to calculate the Lere residue. The solving
of the Wiener and Hopf equations were performed and the asymptotic behavior of the solutions
were received. As a result of researches, it is shown that unlimited stress concentration occurs
under certain conditions of the interaction nature between the ends of lithospheric plates to each
other and the external environment in the fault zone.

Keywords: localization, stress-strain state, factorization, topology, boundary-value problems,
differential equations, exterior forms

1. Развивается метод исследования скры-
тых дефектов в покрытиях, обобщающий то-
пологический подход в динамических гра-
ничных задачах [1, 2] на случай ста-
тических задач. Исследуется напряженно-
деформированное состояние блочной струк-
туры, состоящей из горизонтально распо-
ложенных разнотипных блоков � лито-
сферных плит, контактирующих по грани-
цам между собой. Эта блочная структу-
ра расположена на поверхности трехмер-
ной линейно-деформируемой подложки. Рас-
сматриваемые литосферные плиты находят-
ся под вертикальным статическим внеш-
ним воздействием. Такое состояние свой-
ственно литосферным плитам, а также на-
номатериалам и изделиям из конструкцион-
ных материалов. Исследование напряженно-
деформированного состояния литосферных
плит в статическом режиме позволяет по-
лучать информацию о характере сейсмич-
ности территорий. Топологический подход

дает возможность одновременно рассматри-
вать тела с покрытиями, имеющими скры-
тые дефекты, не наблюдаемые визуально, в
отличие, например, от рассмотренных в [3].
На примере блочной структуры, состоящей
из двух разнотипных литосферных плит в
форме полуплоскостей, контактирующих на
трехмерной деформируемой подложке, рас-
смотрен случай существования скрытого де-
фекта, предшествующего разрушению в зоне
разлома. Заметим, что статический случай
не удается получить из решения аналогич-
ной граничной задачи о гармонических ко-
лебаниях простым предельным переходом к
исчезающей частоте колебания [1]. С помо-
щью исследования статических задач для та-
ких литосферных плит с разломами можно
выявлять нарастание сейсмичности в райо-
нах с повышенной сейсмоопасностью, а так-
же ситуации, при соответствующих услови-
ях способствующие протеканию �тихих зем-
летрясений�. Детальный анализ подхода вы-
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полнен для важного в приложениях случая
контакта двух литосферных плит в виде по-
луплоскостей, наиболее часто встречающих-
ся в сейсмоопасных территориях.

2. Не вдаваясь в детали топологического
решения граничных задач и факторизацион-
ных подходов, изложенных в [1, 2, 4–9], при-
ведем определяющие уравнения для блочной
структуры, состоящей из двумерных фраг-
ментов покрытия на трехмерной подложке,
сохранив обозначения работ [1, 2]. Уравне-
ние Кирхгофа для некоторого блока b покры-
тия, b = 1, 2, . . . , B, занимающего область
⌦

b

с границей @⌦
b

, при вертикальных стати-
ческих воздействиях напряжением t3b имеет
вид
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Для пластин приняты следующие обозначе-
ния: ⌫ � коэффициент Пуассона, E � мо-
дуль Юнга, h � толщина, g3b, t3b � значе-
ния контактных напряжений и внешних дав-
лений, действующих вдоль оси x3 в области
⌦

b

; F2 ⌘ F2(↵1,↵2) и F1 ⌘ F1(↵1) � двумер-
ный и одномерный операторы преобразова-
ния Фурье соответственно.

В локальной системе координат x1x2x3 с
плоскостью x1x2, совпадающей со срединной
плоскостью пластины, осью ox3, направлен-
ной по нормали к пластине, осью ox1, на-
правленной по касательной к границе разло-
ма, осью ox2 � по нормали к его границе,

граничные условия могут быть заданы лю-
быми двумя из представленных ниже четы-
рех соотношений, а именно:
в виде вертикального перемещения на грани-
це

u3b = f1(@⌦
b

); (1)
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@u3b
@x2

= f2(@⌦
b

); (2)

момента изгиба на границе

M = �D

✓

@2u3b
@x21

+ ⌫
@2u3b
@x22

◆

= f3b(@⌦b

),

D =

Eh2

12(1� ⌫2)
;

(3)
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Соотношения между напряжениями на по-
верхности слоистой среды g

kb

, k = 1, 2, 3 и
перемещениями u

k

, k = 1, 2, 3, имеют вид
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h↵, xi = ↵1x1 + ↵2x2,

K(↵1,↵2,0) = O(A�1
), A =

q

↵2
1 + ↵2

2 ! 1.

K (↵1,↵2, x3) � аналитическая функция
двух комплексных переменных ↵

k

, в частно-
сти, мероморфная. Многочисленные приме-
ры для K приведены в [10–13].

В случае двух пластин, контактирующих
вдоль оси ox1, наделим параметры левой от
оси пластины индексом �, а правой � ин-
дексом r. Тогда функциональное уравнение
граничной задачи для левой полуплоскости
можно представить в виде
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Аналогично для правой полуплоскости
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Здесь !
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� участвующая в представлении
внешняя форма, имеющая вид
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Приняв обозначения работ [1, 2], вычис-
лив формы-вычеты Лере, в том числе дву-
кратные, псевдодифференциальные уравне-
ния граничной задачи с учетом принятых
обозначений можем представить для левой
полуплоскости в виде
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Соответственно для правой
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Производная вычисляется по параметру ↵2.
Основываясь на (1)–(4), введем следующую
систему обозначений:
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В результате псевдодифференциальные
уравнения для этого случая можно пере-
писать в матричной форме
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Решив эти псевдодифференциальные
уравнения для избранной граничной задачи
и внеся найденные неизвестные во внешние
формы в (6), (7), преобразование Фурье ре-
шения для пластин можно представить для
левой полуплоскости (b = �) и для правой
(b = r) в однотипном виде
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Дальнейшее использование этого представ-
ления для сопряжения с подложкой деталь-
но описано в [1, 2] и применено ниже. Заме-
тим, что это исследование требует привлече-
ния различных вариантов интегрального ме-
тода факторизации [14–16].

Топологический метод решения гранич-
ных задач обладает важным достоинством,
состоящим в охвате всех типов граничных

условий, допускаемых рассматриваемой гра-
ничной задачей. Данный метод также дает
возможность однотипно исследовать различ-
ные граничные задачи. Последнее позволя-
ет наглядно сопоставлять решения этих за-
дач, что показано ниже. Рассмотрим неко-
торые примеры треснувших покрытий. При
отсутствии дефекта напряжения и переме-
щения берегов трещины обязаны совпадать.
Изучим тот случай, когда дефект представ-
ляет свободные от напряжений края трещи-
ны, то есть Y
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= 0. Тогда из системы
(8) находим
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Этот случай можно отнести к категории на-
личия скрытого дефекта, не наблюдаемого
визуально, поскольку перемещения и углы
поворота пластин на дефекте непрерывны.
Тем не менее имеет место нарушение связ-
ности для компоненты напряжений, что сви-
детельствует о присутствии дефекта.

Подобные примеры различных типов де-
фектов, трещин или разломов можно про-
должить. Чтобы понять возможную причи-
ну разрушения покрытия в исследуемом ме-
сте, целесообразно изучить вариант отсут-
ствия дефекта и определить напряженно-
деформированное состояние в этом случае.
Тогда надо принять Y
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r
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. В
результате имеем из (8)
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Таким образом, из приведенных примеров
видно, что топологический метод для дан-
ного типа граничных задач удобен и едино-
образно позволяет исследовать задачи как с
дефектами всех типов, так и при их отсут-
ствии.

Выписав все псевдодифференциальные
уравнения для каждого участка границы и
для каждого блока, внеся в них соответству-
ющие граничные условия и решив извлечен-
ные из псевдодифференциальных уравнений
интегральные уравнения, получим из (6), (7)
вид решений в каждом блоке, представляю-
щем полуплоскости,
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r

)

+

.

3. Представим соотношение (5) при
x3 = 0 в виде

P
�

u3(x1, x2,0) +P
r

u3(x1, x2,0) =

= F�1

2

K(↵1,↵2,0)⇥
⇥ [G

�

(↵1,↵2) +G
r

(↵1,↵2)] , (13)

G
�

(↵1,↵2) = F2P
�

g(x1, x2),

G
r

(↵1,↵2) = F2Pr

g(x1, x2).

Здесь P
�

, P
r

� проекторы на левую и пра-
вую полуплоскости, являющиеся носителями
соответствующих плит. Внося соотношения
(14) в левые части (13) и применив преобра-
зования Фурье, получим соотношения вида

[R
�

(�i↵1,�i↵2)]
�1⇥

⇥
*

�
Z

@⌦
�

!
�

+ "5�(G�

+ T
�

)

+

+

+ [R
r

(�i↵1,�i↵2)]
�1⇥

⇥
*

�
Z

@⌦
r

!
r

+ "5r(Gr

+ T
r

)

+

�

�K(↵1,↵2,0) [G
�

(↵1,↵2) +G
r

(↵1,↵2)] = 0,

T
�

= F2t
�

(x1, x2), T
r

= F2tr(x1, x2).

Функции G
�

(↵1,↵2), Gr

(↵1,↵2), как преобра-
зования Фурье функций с носителями в по-
луплоскостях, являются регулярными функ-
циями параметра ↵2 при фиксированном ↵1
в левой и правой полуплоскостях соответ-
ственно. В связи с этим можем обозначить

G
�

(↵1,↵2) = G�(↵1,↵2),

G
r

(↵1,↵2) = G+(↵1,↵2).

Внося эти обозначения в предыдущее соот-
ношение, приходим к матричному функцио-
нальному уравнению Винера–Хопфа следу-
ющего вида:

MG+ = G� +V,

M = K�1
1 K2, K2 = "5rR

�1
r

�K,

K1 = K� "5�R
�1
�

,
(14)

V = K�1
1

 

R�1
�

Z

@⌦
�

!
�

+R�1
r

Z

@⌦
r

!
r

�

� "
�

R�1
�

T
�

� "
r

R�1
r

T
r

!

.

Изучение последнего эквивалентно иссле-
дованию следующей системы интегральных
уравнений Винера–Хопфа:

1
Z

0

m(x� ⇠)g(⇠)d⇠ = v+
(x),

m(x) =
1

2⇡

1
Z

�1

M(↵)e�i↵xd↵,

v+
(x) =

1

2⇡

1
Z

�1

V(↵)e�i↵xd↵, x > 0.

Решение функционального уравнения (14) не
представляет сложности.

Способы построения его точных или при-
ближенных решений можно найти в ра-
ботах [10–15]. Одновременно заметим, что
наличие интегрального уравнения Винера-
Хопфа позволяет осуществлять локализа-
цию его решений в заданной форме [15]. Это
обстоятельство позволяет утверждать, что
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при соотношениях локализации, которые мо-
гут сфомироваться в реальных условиях, мо-
гут иметь место опасности сейсмических со-
бытий. Ниже приводится один из результа-
тов этого исследования. Решение интеграль-
ного уравненяможет быть записано в форме

G+ = M�1
+

�

M�1
� V

 +
,

G� = �M�
�

M�1
� V

 �
,

M = M+M�,

M�1
� V =

�

M�1
� V

 +
+

�

M�1
� V

 �
.

Здесь приняты обозначения работы [11].
Построенные таким образом решения об-

ладают следующей структурой:

G+(↵1,↵2) = C1+(↵1,↵2)G+(↵1,↵2+)+

+ C2+(↵1,↵2)G�(↵1,↵2�)+

+ C3+(↵1,↵2)G
0
+(↵1,↵2+)+

+ C4+(↵1,↵2)G
0
�(↵1,↵2�)+

+ C5+(↵1,↵2), (15)

G�(↵1,↵2) = C1�(↵1,↵2)G+(↵1,↵2+)+

+ C2�(↵1,↵2)G�(↵1,↵2�)+

+ C1�(↵1,↵2)G
0
+(↵1,↵2+)+

+ C2�(↵1,↵2)G
0
�(↵1,↵2�) + C3�(↵1,↵2).

Способ решения системы уравнений подроб-
но описан в [2] и здесь не повторяется. Внесе-
ние найденных решений в соотношения (9)–
(11), в зависимости от поставленной гра-
ничной задачи, с последующим использова-
нием соотношений (15), (14) дает возмож-
ность полностью определить напряженно-
деформированное состояние покрытия с лю-
бым из рассматриваемых дефектов или без
них.

Осуществив обращение построенной та-
ким образом системы алгебраических урав-
нений и исследовав свойства ее решений,
вносим полученные значения в выражения
(15). Это позволяет провести анализ кон-
тактных напряжений в зоне разлома. Сле-
дуя [15] и опуская детали, приведем один из
результатов исследования. Справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема. Существуют некоторые соот-
ношения между параметрами сред покры-
тий, подложки, а также значениями внеш-
них воздействий, при которых в зоне разло-
ма литосферных плит возникает концентра-
ция контактных напряжений, описываемая
выражением

g
b

(x1, x2) = �
b

(x1, x2) ln |x2| [1 + o(1)] ,

b = �, r, x2 ! 0.

Здесь функции �
b

(x1, x2) являются огра-
ниченными. Таким образом, установлена
возможность локализации контактных на-
пряжений в зоне разлома при некоторых зна-
чениях параметров граничной задачи.
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