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Abstract. Identification of residual stresses is one of the most important technical problems
allowing estimating correctly a resource of designs. Nowadays there are several ways to estimate
the level of residual stress state, among them the most economic and simple one is the acoustic
method connected with the measurement of velocities of elastic waves.

The waves in the hollow elastic inhomogeneous cylinder with free boundary are considered in
the presence of fields of residual stress of various structure (inflating, stretching, torsion). The
defining relation of problems on deformation of elastic bodies with residual stresses is nonlinear;
the linearized Trefftz model is used.

The structure of dispersive multiplicity of a problem is studied. The analysis of standing
waves has allowed to establish, that for any laws of change of residual stresses exists three set
of the dispersive curves, differing movement kinematics. Fields of an abnormal dispersion are
found. Some features of a structure of dispersive curves are revealed, influence on them of
type of residual stresses is investigated. On the basis of a method of disturbances the formulas
characterizing linear sites of dispersive curves and the formula, reflecting change of a dispersive
picture in a vicinity of resonances of various type are received. The numerical and analytical
research, allowed to establish degree of influence of type residual stresses and its amplitudes on
structure a component of dispersive set and change of velocities of extending modes is carried
out.

Keywords: residual stresses, waves, inhomogeneous cylinder, dispersion relations, asymptotic
analysis

В 2015 году исполняется 95 лет со дня
рождения выдающегося механика и мате-
матика, основателя школы механики на
Юге России, создателя кафедры теории
упругости и НИИ механики и прикладной
математики в Ростовском госуниверсите-
те, академика РАН Иосифа Израилевича Во-
ровича. Он внес значительный вклад в раз-
витие многих направлений механики де-
формируемого твердого тела, среди кото-
рых следует отметить нелинейную тео-
рию оболочек, разработку методов решения
смешанных статических и динамических

задач для полуограниченных тел, теорию
устойчивости вязкоупругих конструкций.

Введение

Идентификация предварительных на-
пряжений � одна из важных технических
проблем, позволяющих правильно оценивать
ресурс конструкций. В настоящее время су-
ществует несколько способов оценки уровня
предварительного напряженного (ПН) состо-
яния, среди которых наиболее экономичным
и простым является акустический метод,
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связанный с измерением скоростей упругих
волн. Подробный обзор методов и закономер-
ностей распространения волн при постоян-
ных ПН достаточно подробно изложен в [1,2].

Общая постановка задач о деформиро-
вании упругих тел с предварительными на-
пряжениями является нелинейной. Наиболее
употребительными являются различные ли-
неаризованные теории, среди которых вы-
делим модель Треффтца [3], в рамках ко-
торой исследовано значительное число за-
дач [4–6]. Именно эта модель использована в
настоящем исследовании для описания вол-
новых процессов в полом цилиндре при ана-
лизе возмущений, вызванных наличием поля
ПН. Отметим также, что существуют и иные
подходы к процедуре линеаризации [7–9].

Итак, рассмотрим волны в полом упру-
гом неоднородном цилиндре со свободны-
ми границами при наличии полей предва-
рительных напряжений различной структу-
ры (раздувание, растяжение, кручение). От-
метим, что волновые процессы в однород-
ных упругих цилиндрических волноводах со
свободными границами достаточно подроб-
но исследованы, поскольку возможно полу-
чить явный вид дисперсионного уравнения
через цилиндрические функции [10, 11]. Из-
вестно, что поля предварительных напряже-
ний различной структуры изменяют коли-
чественные характеристики распространяю-
щихся волн, подобные задачи при наличии
постоянных полей предварительных напря-
жений исследованы [2, 8], однако эти иссле-
дования не позволяют оценить влияние поля
ПН даже для простейшего предварительного
напряженного состояния, соответствующего
задаче Ламе, поскольку приводит к анализу
краевой задачи для оператора с существенно
переменными коэффициентами.

1. Постановка задачи для
операторного пучка

Используя линеаризованные осесиммет-
ричные уравнения движения упругого изо-
тропного предварительно напряженного те-
ла [4, 5], сформулируем постановку зада-
чи. Будем искать решение уравнений теории
упругости при наличии ПН в полом цилин-
дре со свободными границами r = a, r = b в
виде бегущих волн с частотой ! и скоростью
волны k.

Введем следующие безразмерные пара-
метры и переменные:
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b
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µ = µ0g2, g1 + 2g2 = G1;

�, µ � параметры Ламе, которые также мо-
гут зависеть от радиальной координаты; �0

r

,
�0
�
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z

, �0
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� компоненты тензора ПН; t
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t
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rz

� компоненты тензора напряжений
Пиолы. При использовании традиционного
подхода получается система трех диффе-
ренциальных уравнений второго порядка с
переменными коэффициентами относитель-
но амплитудных значений смещений, содер-
жащая два спектральных параметра. С це-
лью исследования произвольной неоднород-
ности, связанной как с переменностью упру-
гих свойств, так и с переменностью ПН,
представим соответствующую спектральную
задачу в виде матричного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка (1.1) с гра-
ничными условиями (1.2)

X0
= AX, (1.1)

T1 (⇠0) = T1 (1) = T2 (⇠0) = T2 (1) =

= T3 (⇠0) = T3 (1) = 0, (1.2)

где X =

�

U1 U2 U3 T1 T2 T3

�T.
Матрицу коэффициентов A представим

в виде следующего квадратичного пучка
A = A00 � 2A01 + �A1 + �2A2, где введены
следующие обозначения для матриц 6 поряд-
ка, причем ниже приведены лишь ненулевые
компоненты матриц
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,
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G1 + S1
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g2 + S1
,
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S12
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A2 : a241 =
g2S3 + S1 (g2 + S3)

g2 + S1
,
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Отметим, что выбранные в качестве неиз-
вестных физические величины позволяют
получить систему, не содержащую производ-
ных от материальных функций, что позволя-
ет анализировать с единых позиций непре-
рывные и кусочно-разрывные законы неод-
нородности.

В силу того, что обычно ПН на несколько
порядков меньше параметров Ламе, введем
малый параметр ", характеризующий ампли-
туду ПН, и представим ПН в следующем ви-
де: S

i

= "S⇤
i

, S12 = "S⇤
12.

Далее будем рассматривать следующие
виды ПН:

1) раздувание (ПН1)

S1 = "S⇤
1 , S2 = "S⇤

2 , S3 = 0, S12 = 0;

2) растяжение (ПН2)

S1 = 0, S2 = 0, S3 = "S⇤
3 , S12 = 0;

3) кручение (ПН3)

S1 = 0, S2 = 0, S3 = 0, S12 = "S⇤
12.

Для дальнейшего анализа примем следую-
щие законы изменения ПН, являющиеся ре-
шениями соответствующих задач о равнове-
сии однородного упругого цилиндра

1. S1 = "

✓

1� 1

x2

◆

, S2 = "

✓

1 +

1

x2

◆

,

S3 = "
g1

(g1 + g2)
, S12 = 0;

2. S1 = 0, S2 = 0, S3 = "�2, S12 = 0;

3. S1 = 0, S2 = 0, S3 = 0, S12 = "
�3
x2

.

Отметим, что всегда существует нуле-
вое решение матричного дифференциально-
го уравнения первого порядка (1.1) с гра-
ничными условиями (1.2). Вместе с тем из-
вестно [12, 13], что существуют такие со-
четания спектральных параметров � и ,
при которых имеется ненулевое решение за-
дачи. Множество таких пар, при которых
существует нетривиальное решение, образу-
ет дисперсионное множество задачи. В слу-
чае произвольных законов изменения неод-
нородностей точки дисперсионного множе-
ства могут быть найдены только численно,
однако в некоторых частных случаях воз-
можно построение аналитических зависимо-
стей. В монографиях [13, 14] выявлены об-
щие закономерности строения дисперсионно-
го множества для слоя с произвольной неод-
нородностью и анизотропией, для кусочно-
однородного цилиндрического волновода.

2. Асимптотический анализ
дисперсионного множества для

длинных волн

Анализ задачи начнем с простейшей си-
туации. Несложный анализ краевой задачи
при  = � = 0 позволяет установить наличие
двух нетривиальных решений, отвечающих
движению цилиндра как твердого целого �
осевое смещение и поворот вокруг оси сим-
метрии. В силу общих соображений [13, 14]
нетрудно показать, что существуют две вет-
ви дисперсионного множества, исходящие из
начала координат, для которых возможно
построение некоторых асимптотических ре-
шений. В области малых , � можно отыски-
вать решение задачи в виде разложения по
малому �, полагая наличие линейного участ-
ка  = t�. Будем искать решение задачи
(1.1)–(1.2) в виде следующего разложения:

X = X0 + �X1 + �2X2 + o(�2)E, (2.1)
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где E � единичный вектор.
Учитывая структуру исходного спек-

трального пучка, сформулируем три крае-
вые задачи при одинаковых степенях �.

Задача при �0 описывается следующим
матричным дифференциальным уравнени-
ем:

X0
0 = A00X0

при �1:
X0

1 = A00X1 +A1X0,

при �2:

X0
2 = A00X2 +A1X1 +A2X0 � t2A01X0.

с соответствующими однородными гранич-
ными условиями.

Несложный анализ спектральных задач
нулевого и первого приближений и использо-
вание условия разрешимости в задаче второ-
го приближения [15] позволяют установить
следующие результаты относительно нахож-
дения параметра t. Один из прямолинейных
участков характеризуется тем, что t опреде-
ляется по формуле

t2 =

0

B

@

4

1� ⇠40

1
Z

⇠0

g2x
3 dx

1

C

A

1/2

, (2.2)

причем для ПН1 и ПН2 эта формула явля-
ется точной, а для ПН3 � приближенной с
точностью до o("2).

Второй прямолинейный участок характе-
ризуется следующим значением t:

t3 =

 

2

1� ⇠20

1
Z

⇠0

"

� g1 (2g2 + S1)

(G1 + S1)
U11�

� g1x

G1 + S1
T11 �

g1S12

(G1 + S1)
U21+

+ xG1 + xS3 �
g21x

G1 + S1

#

dx

!1/2

. (2.3)

В случае отсутствия ПН и при ПН3 вида
S⇤
12 =

�3
x

2 формула для t3 примет вид

t3 =

✓

g2 (3g1 + 2g2)

(g1 + g2)

◆1/2

. (2.4)

При ПН2 формула для t3 запишется

t3 =

✓

g2 (3g1 + 2g2)

(g1 + g2)
+ S⇤

3

◆1/2

. (2.5)

Используя формулы, отражающие дей-
ствие внутреннего давления и растяжения

S1 = "

✓

1� 1

x2

◆

, S2 = "

✓

1 +

1

x2

◆

,

S3 = "
g1

(g1 + g2)
, g1, g2 = const,

получим

t3 =

 



g2 (3g1 + 2g2)

(g1 + g2)

�

+

+



g21
2 (g1 + g2)

2 +

g1
(g1 + g2)

�

"+

+ o("2)

!1/2

. (2.6)

Полученные формулы позволяют оце-
нить влияние структуры ПН на две низшие
стержневые моды дисперсионных множеств
в окрестности начала координат.

3. Асимптотический анализ в
окрестности радиальных резонансов

Аналогично предыдущим рассуждениям
проведем анализ задачи для стоячих волн,
характеризующихся нулевым значением па-
раметра � = 0. уравнение задачи принимает
вид

X0
= (A00 � 2A01)X. (3.1)

Отметим, что общая задача (3.1) расщепля-
ется на две подзадачи: для дифференциаль-
ного оператора второго порядка и для опера-
тора четвертого порядка, � которые имеют
переменные коэффициенты. Несложно уста-
новить, что порождающие операторы явля-
ются самосопряженными и каждая из этих
задач имеет вещественный спектр, и соб-
ственным значениям соответствуют началь-
ные точки дисперсионных кривых. Таким об-
разом, в силу аналитичности компонент дис-
персионных множеств [13], получаем два се-
мейства решений, исходящих из этих точек.
В то время как одна задача имеет нетриви-
альное решение, другая имеет только нуле-
вое решение. При появлении предваритель-
ных напряжений (ПН) точки изменяют свое
положение. Получим формулы, отражающие
это изменение.
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В силу малости параметра ", характери-
зующего интенсивность ПН, представим ре-
шение в виде следующего разложения

 = 0 + "1 + o("2),

X = X0 + "X1 + o
�

"2
�

E.
(3.2)

Найдем поправки к собственным значе-
ниям однородной задачи на основе метода
возмущений [15]. Для каждой из подзадач
выполним разложение по малому параметру
". Задача при "0 разделяется на три подза-
дачи относительно следующих пар функций:
U1 T1, U2 T2 и U3 T3, � каждая из которых
имеет свой спектр 10, 20, 30 соответствен-
но.

Используя условие ортогональности, по-
лучим поправки 11, 21, 31, которые выра-
жаются через интегралы от ПН и собствен-
ных функций задачи при "0. Для первого се-
мейства имеем
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T 2
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✓

g21S
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x2G2
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xG2
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⇥
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B
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⇠0

U2
10x dx

1

C

A

�1

. (3.3)

Важным является вопрос относительно
знака поправки в зависимости от ПН. Заме-
тим, что под интегралом находится квадра-
тичная форма относительно переменных T10
и U10. Критерий положительной определен-
ности Сильвестра для квадратичной фор-
мы дает возможность определить знак по-
правки: 11 > 0 при S⇤

1 > 0, S⇤
2 > 0 и

11 6 0 при S⇤
1 < 0, S⇤

2 < 0. Однако, для
ПН1 при S⇤

1 = 1 � 1
x

2 S⇤
2 = 1 +

1
x

2 знак 11
зависит от переменных T10 и U10, посколь-
ку в этом случае под интегралом находит-
ся незнакоопределенная квадратичная фор-
ма. Заметим также, что ПН2 и ПН3 не вхо-
дят в формулу для поправки 11, тогда она
равна нулю для ПН2 и ПН3.

Для второго семейства получим

21 = 20

1
Z

⇠0

S⇤
1

✓

T20U20 +
T 2
20

g2
x

◆

dx⇥

⇥

0

B

@

2

1
Z

⇠0

T 2
20x dx

1

C

A

�1

. (3.4)

Поправка 21 является ненулевой для
ПН1, а при ПН2 и ПН3 она равна нулю. Это
означает, что наличие ПН2 и ПН3 не меняет
собственные значения этого семейства. Для
поправок третьего семейства получим

31 = 30

1
Z

⇠0

S⇤
1xT

2
30

g22
dx⇥

⇥

0

B

@

1
Z

⇠0

2xT 2
30

g2
dx

1

C

A

�1

. (3.5)

Поправка 31 является ненулевой при
ПН1, а при ПН2 и ПН3 она равна нулю.
Нетрудно видеть, что 31 6 0 при S⇤

1 < 0

и 31 > 0 при S⇤
1 > 0 для любой функ-

ции T30. Например, при S⇤
1 = 1 � 1

x

2 < 0 и
g2 = const, 1 6 0, следовательно, наличие
раздувания снижает величину собственных
значений этого семейства.

4. Численный анализ

Осуществим серию расчетов точек дис-
персионного множества при произвольных
соотношениях между спектральными пара-
метрами и проведем проверку построенных
выше формул. Решение ищется численно ме-
тодом пристрелки путем сведения к реше-
нию набора задач Коши и линейной алгебра-
ической системы. Отметим, что предложен-
ная схема позволяет анализировать любые
законы изменения компонент тензора пред-
варительных напряжений.

На рис. 1 изображено характерное дис-
персионное множество задачи, состоящее из
двух ветвей, выходящих из начала коорди-
нат, и набора ветвей, порожденных описан-
ными выше задачами и пересекающими ось
под прямым углом. Имеется участок ано-
мальной дисперсии.
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Рис. 1

Таблица 1

Семейства Без ПН 1численно 1 асимптотика �
k

, %

1) 1,937 0,7744 0,7746 0,026
3) 13,12 �1,9745 �1,9752 0,034
2) 13,27 �1,9003 �1,9001 0,01
1) 24,57 �1,0201 �1,020 0,001
3) 26,19 �4,0872 �4,0884 0,029
2) 26,27 �4,0491 �4,0482 0,026

В табл. 1 приведены поправки, рассчи-
танные по полученным формулам (3.3)–(3.5)
и перемещениям начальных точек диспер-
сионных кривых, найденных при помощи
численного анализа при ПН1 S⇤

1 =

�

1� 1
x

2

�

,
S⇤
2 =

�

1 +

1
x

2

�

. Для ПН2 и ПН3 эта поправ-
ка равна нулю, что также подтверждено
численными расчетами. В расчетах принято
g1 = 1,5, g2 = 1, ⇠0 = 0,76, " = 10

�3, а отно-
сительная погрешность обозначена через �.

Проведен вычислительный эксперимент
по проверке точности формулы (2.2). Судя
по кинематике движения, эта ветвь харак-
теризует крутильную моду колебаний. Па-
раметр t не меняется даже при достаточ-
ном удалении от начала координат, t2 вычис-
лялось при ПН всех представленных типов
(при" = 10

�3
), а значение этого параметра

не менялось.
В табл. 2 проведено сравнение значений

параметра t3, найденных по формуле (6) и
при помощи численных расчетов. В сравне-
нии с наклонным участком крутильной моды
диапазон применимости этой формулы зна-

чительно уже. Он характеризует продоль-
ную моду колебаний. Для формул (2.3), (2.5),
(2.6) также выполнялись соответствующие
расчеты. В результате установлено, что в об-
ласти  2 [0, 0,5] отличие значений не пре-
вышает одного процента.

Заключение

Изучено дисперсионное соотношение за-
дачи о распространении волн в полом упру-
гом цилиндре при наличии различных ти-
пов ПН. Анализ стоячих волн позволил
установить, что для любых законов изме-
нения предварительных напряжений суще-
ствует три семейства дисперсионных кри-
вых, отличающихся кинематикой движения.
Найдены участки аномальной дисперсии.
Проведено численное и аналитическое ис-
следование, позволившее установить степень
влияния типа ПН и его амплитуды на струк-
туру компонент дисперсионного множества
и изменение скоростей распространяющихся
мод.
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О дисперсионных соотношениях для полого цилиндра. . .

Таблица 2

 � t3 численно t3 �, %

0,08062 0,05 1,61244
1,61245

0,0006
0,48209 0,3 1,60696 0,34
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