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Abstract. The present paper investigates the problem of an elastic wave scattering by a cir-

cular interface crack situated between two dissimilar half-spaces. The scattering by a crack is
investigated by the boundary integral equation method and the integral approach, which can be
generalized for layered composites. An explicit expression for the crack opening displacement of
circular interface crack is derived for wavelengths of an incident wavefield larger than the diame-
ter of the crack. For the case of a plane longitudinal wave diffraction at normal incidence to the
interface an asymptotic solution is obtained. This asymptotic expression can be used in order to
simulate wave scattering by a random distribution of small cracks and to estimate effective spring
stiffness for spring models.
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Введение

Рассеяние упругих волн на простран-
ственных неоднородностях имеет важные
приложения в неразрушающем контроле при
выявлении дефектов и оценке поврежденно-
сти композитов [1]. Одним из основных ти-
пов дефектов, представляющих существен-
ный интерес в практических задачах ультра-
звукового контроля и мониторинга, являют-
ся трещины. Развитие таких неоднородно-
стей в процессе эксплуатации конструкции
может привести к её разрушению и невоз-
можности дальнейшего использования. Это
обуславливает существенный интерес к изу-
чению процессов дифракции упругих волн
на трещинах как на основе математическо-
го и компьютерного моделирования, так и
с использованием современных эксперимен-
тальных подходов. Поэтому рассеяние упру-
гих волн на трещинах изучалось с помощью
разных методов, от численных до аналити-
ческих [2].

Полное описание реальной трещины яв-
ляется нетривиальной математической зада-
чей, требующей учёта сложной геометрии
и, например, нелинейного взаимодействия

поверхностей трещины. Отдельный интерес
представляют отслоения или зоны наруше-
ния сплошности, а также множества мик-
ротрещин и их колебания при динамиче-
ском упругом воздействии [3]. В работе [4]
была предложена квазистатическая модель
для описания прохождения и отражения уль-
тразвука через дефектную зону, где пря-
мая линия, вдоль которой расположен де-
фект, заменяется распределённой пружиной,
жёсткость которой определяется по упругой
деформации среды с повреждением. Идея
метода заключается в том, что при при-
менении растягивающей нагрузки измене-
ние смещений за счёт дефекта в дальней
от повреждения зоне может быть описано
как взаимодействие двух соприкасающихся
полупространств, соединенных распределён-
ной пружиной. Пружинная жёсткость при
этом получается из существующих решений
для упругого смещения при растяжении по-
лосы, содержащей трещины. В работах [5, 6]
данный подход получил дальнейшее разви-
тие для описания повреждений в однород-
ных материалах. Позднее подход был при-
менен для изучения контактного взаимодей-
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ствия разнородных материалов [7, 8], где
при нахождении скачка смещений на про-
извольным образом распределённых полосо-
вых трещинах одинакового размера приме-
нялось усреднение по ансамблю на основе
асимптотического решения для одной тре-
щины.

В настоящей статье рассматривается ре-
шение трёхмерной задачи о рассеянии плос-
ких упругих волн на круговой интерфейсной
трещине. Задача о дифракции на круговой
трещине в упругом пространстве плоских P -
и SV -волн, падающих под произвольным уг-
лом, была решена в [9], где использовалось
преобразование Ханкеля для получения ин-
тегральных уравнений относительно скачка
перемещений на трещине, который опреде-
лялся в виде разложения по полиномам Ле-
жандра. В данной работе используется пре-
образование Ханкеля и метод граничных ин-
тегральных уравнений [10] для случая кру-
говой трещины на границе двух различными
материалами. Более того, схема построения
решения позволяет получить асимптотиче-
ские представления волновых полей для тре-
щин малых размеров по сравнению с длиной
волны. Асимптотика даёт возможность мо-
делировать распространение волн через рас-
пределение трещин на интерфейсе и опре-
делять пружинную жёсткость при введении
граничных условий пружинного типа на ос-
нове подходов [8, 11].

1. Постановка задачи

Рассматриваются установившиеся коле-
бания круговой трещины радиуса a на сты-
ке упругих изотропных полупространств при
падении плоских P - и SV -волн. Нижнее по-
лупространство имеет плотность ⇢1 и кон-
станты Ляме �1, µ1, а верхнее соответствен-
но � ⇢2, �2 и µ2. Для гармонических ко-
лебаний множитель exp(�i!t), содержащий
время t и круговую частоту !, может быть
опущен. Волновые числа для нижней и верх-
ней среды можно обозначить соответственно
h
j
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j

:
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Уравнения движения относительно век-
тора смещений в нижнем u

1

= (u1x, u1y, u1z)
и верхнем u2 = (u2x, u2y, u2z) полупростран-

ствах имеют вид
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(1.1)

В плоскости z = 0 предполагается непре-
рывность перемещений u1 = u2 и напряже-
ний ⌧ 1 = ⌧ 2 при r > a. Здесь вектор, со-
ставленный из нормальных и касательных
напряжений, имеет вид

⌧
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) = 0,

а ẑ � единичный вектор, направленный
вдоль оси z. На границе раздела сред z = 0

вне трещины, то есть при r > a предпола-
гается идеальный контакт между полупро-
странствами

u1 = u2, ⌧ 1 = ⌧ 2, z = 0, r > a, (1.2)

тогда как на берегах трещины заданы усло-
вия отсутствия нормальных и касательных
напряжений

⌧ 1 = ⌧ 2 = 0.

Полное поле перемещений u представляет-
ся как сумма падающего волнового поля (в
отсутствии трещины) uin и рассеянного тре-
щиной поля usc. Поэтому граничные условия
на трещине можно переписать в виде

⌧ sc

1 = ⌧ sc

2 = �⌧ in, r < a. (1.3)

Вполне естественно рассматривать насто-
ящую задачу в цилиндрической системе ко-
ординат, начало которой совпадает с цен-
тром трещины, а ось z параллельна нор-
мали к ней (рис. 1). Ниже индекс j для
u
j

и ⌧
j

будет опущен. Вектор смещений
u = (u
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, u
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) в цилиндрической системе
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Рис. 1. Постановка задачи

Компоненты тензора напряжений выража-
ются через перемещения
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Следовательно уравнения движения могут
быть записаны в потенциалах, которые удо-
влетворяют уравнениям Гельмгольца в ци-
линдрических координатах [12]

r2 3 + h2
j

 3 = 0, r2 
i

+ k2
j

 
i

= 0, (1.5)

i = 1, 2.

2. Интегральные представления для
волновых полей, рассеянных на

круговой трещине

Для построения интегрального представ-
ления рассеянного поля удобно использовать
преобразование Фурье–Ханкеля по r и раз-
ложение в виде рядов Фурье по ✓. Тогда для

потенциалов справедливы представления [9]
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(2.1)

Подстановка разложений (2.1) в волновые
уравнения (1.5) и использование интеграль-
ного преобразования Ханкеля позволяет по-
лучить следующие выражения для потенци-
алов [9]:
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В терминах потенциалов, учитывая свой-
ства преобразования Ханкеля, удобнее ис-
пользовать um
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и ⌧m
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вместо um
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,
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. Нетрудно получить следующие
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представления для перемещений (здесь и ни-
же индекс j опущен для �

ij

, так как соот-
ношения записываются одинаково для обоих
полупространств):
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Поле рассеяния можно компактно запи-
сать через Фурье-символы матрицы Грина
Kl

j

(↵, z) [10, 13,14]
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= {q1, q2, q3} из

касательных и нормальных напряжений на
z = 0 позволяет обеспечить удовлетворе-
ние граничных условий (1.2), а диагональная
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матрица Jlm составляется из функций Бессе-
ля J

m

(r) следующим образом:
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Фурье-преобразование вектора напряже-
ний на интерфейсе
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Таким образом, для получения решения
необходимо построить символ матрицы Гри-
на для полупространств в цилиндрических
координатах. Вывод Фурье-символа матри-
цы Грина для упругого полупространства в
декартовой системе координат подробно опи-
сан в [10,13]. В цилиндрических координатах
компоненты Фурье-символа матрицы Грина
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3. Вывод системы интегральных
уравнений

Подстановка интегрального представле-
ния (2.3) для ⌧ sc в граничные условия (1.3)
приводит к системе интегральных уравнений
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�wlm

k

(r, ✓) =
1
X

t=0

�lm
kt

 m

kt

(r)�lm

(✓), (3.2)

где

 m

1t(r) =
Pm+1
m+2t+2

p

1� r2/a2

Pm+2
m+2t+2(0)

,

 m

2t(r) =
Pm�1
m+2t

p

1� r2/a2

Pm

m+2t(0)
,

 m

3t(r) =
Pm

m+2t+1

p

1� r2/a2

Pm+1
m+2t+1(0)

.
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Преобразование Ханкеля от данных базис-
ных функций выражается через функции
Бесселя следующим образом:

 

m

1t(↵a) =

a

Z

0

 m

1t(r)Jm+1(↵r)rdr =

= (�1)

t

r

⇡a

2

J
m+2t+5/2(↵a)

↵3/2
,

 

m

2t(↵a) =

a

Z

0

 m

2t(r)Jm�1(↵r)rdr =

= (�1)

t

r

⇡a

2

J
m+2t+1/2(↵a)

↵3/2
,

 

m

3t(↵a) =

a

Z

0

 m

3t(r)Jm(↵r)rdr =

= (�1)

t

r

⇡a

2

J
m+2t+3/2(↵a)

↵3/2
.

(3.3)

Для решения системы интегральных урав-
нений (3.1) необходимо построить матрицу
Ll

(↵). Для этого сначала записывается раз-
ность между Фурье-символами матриц Гри-
на двух полупространств

K1
1(↵,0)�K1

2(↵,0) =

=

0

B

@

1
2(a� b) �1

2(a+ b) (�1)

lc

�1
2(a+ b) 1

2(a� b) (�1)

l+1c
(�1)l+1

2 c (�1)l

2 c d

1

C

A

,

где

a = M1 �M2 = ��11k
2
1

�1
� �12k22

�2
,

b = N1 �N2 = �µ1�11 + µ2�12
µ1µ2�11�12

,

c = S1 � S2 = �(P1 � P2) =

= ↵

 

� �11�31 � ↵2
+ k21/2

�1/2
+

+

�12�32 � ↵2
+ k22/2

�2/2

!

,

d = R1 �R2 = ��31k
2
1

�1
� �32k22

�2
.

Тогда обратная матрица имеет следующий
вид:

Ll

(↵) = [Kl

1(↵,0)�Kl

2(↵,0)]
�1

=

=

1

D

0

@

n11 n12 2n13

n12 n11 �2n13

�n13 n13 n33

1

A . (3.4)

Здесь D = bc2 � abd, а

n11 =
1

2

(a� b) d� 1

2

c2,

n12 =
1

2

(a+ b)d� 1

2

c2,

n13 = (�1)

lbc, n33 = �ab.

4. Асимптотическое решение

Рассмотрим плоскую волну, падающую
из полупространства z < 0 под нормаль-
ным углом к интерфейсу. Эта волна частич-
но отражается при прохождении через гра-
ницу раздела сред и частично рассеивает-
ся на трещине. Тип падающей волны мож-
но обозначить индексом s: при s = 1 � про-
дольная (Р-волна), а при s = 2 � поперечная
(S-волна). Поле перемещений в отсутствии
трещины выражается через коэффициенты
прохождения T�

s

и отражения R�
s

и имеет
вид [12]

uin

s

=

(

p
s

(eik1sz +R�
s

e�ik1sz
), z < 0,

p
s

T�
s

eik2sz, z > 0,
(4.1)

⌧ in

s

=

8

>

<

>

:

ic1sk1sps

(eik1sz �R�
s

e�ik1sz
),

z < 0,

ic2sk2sps

T�
s

eik2sz, z > 0,

(4.2)

где коэффициенты прохождения и отраже-
ния выражаются через волновые числа и мо-
дули упругости (c

js

= �
j

+ 2µ
js

, c
js

= µ
js

)

T�
s

=

2c1sk1s
c1sk1s + c2sk2s

,

R�
s

=

c1sk1s � c2sk2s
c1sk1s + c2sk2s

.

Вектор p
s

для Р-волны p1 = {0,0,1}, а для
SV-волны p2 = {cos ✓, sin ✓,0} зависит от уг-
ла поляризации ✓. С учётом представления
(4.2) интегральное уравнение (3.1) принима-
ет вид

1
Z

0

Jlm

(↵r)Ll

(↵)�Wlm

(↵)↵ d↵ =

= �ic1sk1s ew
lm

s

(1�R�
s

). (4.3)
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Здесь

ewlm

1 =

⇢ {0, 0, 1} , l = 1, m = 0,

{0, 0, 0} , иначе,

ewlm

2 =

8

<

:

{1, 1, 0} , l = 1, m = 1,

{�1, 1, 0} , l = 2, m = 1,

{0, 0, 0} , иначе.

При выводе асимптотического решения
необходимо использовать предположение о
малости характерного размера круговой тре-
щины относительно длин волн, падающих на
дефект [11]. Тогда для радикалов (2.2) мож-
но использовать следующие асиптотики [13]:

�1j = �1j =
1

2↵

�

2↵2 � k2
j

�

+ o(k4
j

),

�3j =
1

2↵

�

2↵2 � h2
j

�

+ o(h4
j

).

Подставляя эти асимптотические выраже-
ния в матрицу Ll

(↵), можно построить сле-
дующую асимптотику для ядра интеграль-
ного уравнения Ll

(↵) в пространстве Фурье-
образов:

�1 = 2µ1↵
2
(h21 � k21) + o(k41),

�2 = 2µ2↵
2
(h22 � k22) + o(k42),

a ⇡ � 1

↵

✓

k21
2µ1(h21 � k21)

� k22
2µ2(h22 � k22)

◆

=

=

1

↵
m1,

b ⇡ � 1

↵

✓

1

µ1
+

1

µ2

◆

= � 1

↵
m2,

c ⇡ 1

↵

✓

h21
2µ1(h21 � k21)

� h22
2µ2(h22 � k22)

◆

=

=

1

↵
m3,

d ⇡ 1

↵
m1,

где

m1 =
1

2

✓

�1 + 2µ1

µ1(�1 + µ1)
+

�2 + 2µ2

µ2(�2 + µ2)

◆

,

m2 =

✓

1

µ1
+

1

µ2

◆

,

m3 = �1

2

✓

1

�1 + µ1
� 1

�2 + µ2

◆

.

Тогда асимптотическое представление
матрицы записывается в виде

Ll

(↵) ⇡ ↵L
as

,

где

L
as

=

1

2(m2
1 �m2

3)m2

0

@

⇠11 ⇠12 ⇠13
⇠21 ⇠22 ⇠23
⇠31 ⇠32 ⇠33

1

A .

⇠11 = ⇠22 = m2
1 +m1m2 �m2

3,

⇠12 = ⇠21 = m2
1 �m1m2 �m2

3.

⇠13 = �2⇠31 = �⇠23 = 2⇠32 = (�1)

l

2m2m3,

⇠33 = 2m1m2.

После применения к интегральному урав-
нению (4.3) схемы Бубнова–Галеркина с учё-
том обозначений (3.3) получается система
уравнений, решением которой являются ко-
эффициенты разложения (3.2)

3
X

k=1

1
X

t=0

�lm
kt

1
Z

0

l
ik

(↵) m

kt

(↵a) m

jt

0 (↵a)↵d↵ =

= �f
s

ewlm

is

a

Z

0

 m

jt

0 (r)rdr, (4.4)

где

f
s

= ic1sk1s(1�R�
s

), i = 1, 2, 3,

а нижний индекс j принимает значения
j = 2, 1, 3, если l = 1 или j = 1, 2, 3 если
l = 2.

Чтобы записать асимптотическое реше-
ние системы интегральных уравнений, удоб-
но ввести

Y m

kt,jt

0 =

1
Z

0

 

m

kt

(↵a) m

jt

0 (↵a)↵d↵.

Вычисление данных интегралов с использо-
ванием формул (3.3) производится согласно
формуле [15]

1
Z

0

J

µ

(at)J
⌫

(at)
dt

t
=

2

⇡

sin(⇡/2(⌫ � µ))

⌫2 � µ2
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при условии t = t0, которое необходимо для
существования нетривиальных решений си-
стемы (4.4)

Y m

1t,1t =
⇡a

2

1

4t+ 2m+ 5

,

Y m

2t,2t =
⇡a

2

1

4t+ 2m+ 1

,

Y m

3t,3t =
⇡a

2

1

4t+ 2m+ 3

,

Y m

1t,3t =
a

4t+ 2m+ 4

,

Y m

2t,3t =
a

4t+ 2m+ 2

, Y m

1t,2t = 0.

Поскольку

1
Z

0

 3t(r)rdr = 0 при t 6= 0,

то для падающей Р-волны получается систе-
ма линейных алгебраических уравнений от-
носительно �

i0, i = 1, 2, 3, решение которой
имеет вид

�10 = � 5n13

2⇡n12
�30, �20 =

n13

⇡n12
�30,

�30 =
af1
3g3

,

где

g3 = � 1

m2
1 �m2

3

⇥

⇥
✓

9m2m2
3

8⇡(m2
2 +m1m2 �m2

3)
� ⇡

6

m1

◆

.

Таким образом, можно получить асимптоти-
ку для скачка смещения на круговой интер-
фейсной трещине по формуле (3.2) в оконча-
тельном виде

�w10
k

(r, ✓) =
f1
g3

a

3

 0
30(r). (4.5)

Заключение
В данной работе изложена схема реше-

ния задачи о рассеянии упругих волн на ин-
терфейсной трещине между двумя разнород-
ными полупространствами на основе мето-
да граничных интегральных уравнений и ин-
тегрального подхода. Данная схема может

быть обобщена на случай слоистых компози-
тов с интерфейсными отслоениями и внут-
ренними трещинами. В случае малых разме-
ров трещины получено явное выражение для
скачка смещений на круговой интерфейсной
трещине, а именно, построена асимптотика
для случая падающей под углом 90

� к ин-
терфейсу продольной P -волны. Выведенное
асимптотическое решение даёт возможность
строить решения для распределения интер-
фейсных трещин в трёхмерном случае, ис-
пользуя подход [11] и получать оценки для
пружинных граничных условий [4].
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