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Abstract. The possibility of the existence of defects, including not visually observed in the covers
of materials is investigated. The shores of covers defects can be subject to different conditions
of interaction – contact without friction, partial clutch, lacks only the individual components of
stresses or displacements and others. The boundary value problem was reduced to functional
equations transformed to pseudo differential equations applying the topological method. The
factorization of the matrix-functions were made and the exterior forms were used to calculate the
Lere residue. The solving of the Wiener and Hopf equations were performed and the estimation
of the solutions were received. The recognition question of types of such defects is considered by
research method of some spectral properties of boundary solutions.
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1. Развивается метод исследования скры-
тых дефектов в покрытиях, опирающий-
ся на топологический подход [1, 2]. Приво-
дится анализ дефектов на примере иссле-
дования напряженно-деформированного со-
стояния блочной структуры, состоящей из
двумерных горизонтально расположенных
разнотипных блоков, контактирующих по
границам между собой. Блочная структу-
ра расположена на поверхности трехмер-
ной линейно-деформируемой подложки. Рас-
сматриваемые блочные структуры, находят-
ся под вертикальным гармоническим внеш-
ним воздействием. Это свойственно не толь-
ко нанопокрытиям, поверхностным упрочне-
ниям материалов, но также строению ли-
тосферных плит, исследование напряженно-
деформированного состояния которых слу-
жит целям получения информации о сей-
смичности территорий. Топологический под-
ход позволяет однотипно рассматривать те-
ла с покрытиями, как имеющими дефекты,
так и не подверженными разрушению. По-

казано, что даже в скалярном случае лишь
вертикальных воздействий существует боль-
шое разнообразие его дефектов, а не толь-
ко трещин или полостей, предшествующих
разрушению [3]. Последнее демонстрируется
на примере блочной структуры, состоящей
из двух разнотипных контактирующих по-
луплоскостей на трехмерной деформируемой
подложке. Предложенный подход позволяет
одном и тем же способом исследовать их и
сопоставлять с бездефектным случаем.

2. Не вдаваясь в детали топологического
решения граничных задач и факторизацион-
ных подходов, изложенных в [1, 2, 4–9], при-
ведем определяющие уравнения для блочной
структуры, состоящей из двумерных фраг-
ментов покрытия на трехмерной подложке,
сохранив обозначения работ [1, 2]. Уравне-
ние Кирхгофа для некоторого блока b покры-
тия, b = 1, 2, . . . , B, занимающего область ⌦

b

с границей @⌦
b

, при вертикальных гармони-
ческих воздействиях напряжением t3b имеет
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Для пластин приняты следующие обозначе-
ния: ⌫ � коэффициент Пуассона, E � мо-
дуль Юнга, h � толщина, ⇢ � плотность,
! � частота колебаний, g3b, t3b � значения
контактных напряжений и внешних давле-
ний, действующих вдоль оси x3 в области ⌦

b

.
F2 ⌘ F2(↵1,↵2) и F1 ⌘ F1(↵1) � двумер-
ный и одномерный операторы преобразова-
ния Фурье соответственно.

В локальной системе координат x1x2x3 с
плоскостью x1x2, совпадающей со срединной
плоскостью пластины, осью ox3, направлен-
ной по нормали к пластине, осью ox1, на-
правленной по касательной к границе, осью
ox2 � по нормали к границе, граничные
условия могут быть заданы любыми двумя
из представленных ниже четырех соотноше-
ний, а именно:
в виде вертикального перемещения на грани-
це
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); (3)
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Соотношения между напряжениями на по-
верхности слоистой среды g

kb

, k = 1, 2, 3 и
перемещениями u

k

, k = 1, 2, 3 имеют вид (2),
где
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=
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h↵, xi = ↵1x1 + ↵2x2,

K(↵1,↵2,0) = O(A�1
),

A =

q

↵2
1 + ↵2

2 ! 1.

Здесь K (↵1,↵2, x3) � аналитическая функ-
ция двух комплексных переменных ↵

k

, в
частности, мероморфная. Примеры функций
K(↵1,↵2,↵3) для различных типов упругих
сред приведены в [10–14].

3. Для рассматриваемого случая в [1, 2]
построены функциональные уравнения гра-
ничной задачи для каждого блока, причем
вопрос взаимодействия блоков не изучался.

Для исследования взаимодействия бло-
ков ограничимся структурой, состоящей из
двух разнотипных полубесконечных пластин
Кирхгофа, контактирующих по координат-
ной оси x1. Тогда, отправляясь от функци-
ональных уравнений для пластин, имеющих
в общем случае вид [1, 2]

R
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в частном случае для прямолинейной грани-
цы дефекта, где индекс � указывает на ле-
вый берег, r � на правый берег получим фор-
му
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На левом берегу имеем псевдодифференци-
альные уравнениия вида
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Здесь F�1
1 � обратный оператор к одномер-

ному преобразованию Фурье. Осуществив
замену � на r и ↵

mn� на ↵
mn+ получим псев-

додифференциальные уравнения на правом
берегу разлома.

В подынтегральных функциях принято
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Введем следующую систему обозначений
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В результате псевдодифференциальные
уравнения для этого случая можно пере-
писать в виде матричной системы алгебраи-
ческих уравнений
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a21r = i↵22+, a22r = 1,

b11r = (↵2
21+ + ⌫

r

↵2
1),

b12r = �i↵21+
⇥

↵2
21+ + (2� ⌫

r

)↵2
1

⇤

,

b21r = (↵2
22+ + ⌫

r

↵2
1),

b22r = �i↵22+ [ ↵2
22+ + (2� ⌫

r

)↵2
1 ] .

Достоинство топологического метода ре-
шения граничных задач состоит в том, что
он охватывает все естественные виды гра-
ничных условий, которые могут быть сфор-
мулированы на дефектах, трещинах или
разломах, и независимо от типа нагруже-
ния покрытий позволяет однотипно исследо-
вать граничную задачу. Рассматривая псев-
додифференциальные уравнения, можно ви-
деть, что для случая только вертикальных
воздействий на покрытие существует мно-
жество соотношений между напряжениями
и перемещениями, действующими на бере-
га трещины, характеризующих дефект � по-
тенциальную возможность разрушения це-
лостности покрытия. Некоторые из типов
разрушений могут оказаться безопасными
для эксплуатации изделия с покрытием, в то
время как другие могут оказаться недопу-
стимыми. Для выявления состояния покры-
тия с трещинами необходим детальный ана-
лиз решений граничной задачи.

Рассмотрим несколько примеров трес-
нувших покрытий. При отсутствии дефекта
напряжения и перемещения берегов трещи-
ны обязаны совпадать.

Рассмотрим тот случай, когда дефект
представляет свободные от напряжений края
трещины, то есть Y
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= 0. Тогда из си-
стемы (11) находим
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Рассмотрим случай, когда берега дефекта
жестко закреплены, не могут смещаться, то
есть Z
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= 0. Тогда имеем решение в
форме
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, и
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Этот случай можно отнести к категории
наличия скрытого дефекта, не наблюдаемо-
го визуально, поскольку перемещения и уг-
лы поворота пластин на дефекте непрерыв-
ны. Тем не менее имеет место нарушение
связности для компоненты напряжений, что
свидетельствует о присутствии дефекта. По-
добные примеры различных типов дефектов,
трещин или разломов можно продолжить.

Таким образом, из приведенных приме-
ров видно, что топологический метод для
данного типа граничных задач удобен и од-
нотипно позволяет исследовать задачи как с
дефектами всех типов, так и при их отсут-
ствии.

Выписав все псевдодифференциальные
уравнения для каждого участка границы и
для каждого блока, внеся в них соответ-
ствующие граничные условия и решив извле-
ченные из псевдодифференциальных урав-
нений интегральные уравнения, получим из
(8) представление решений в каждом блоке
(полуплоскости) в виде
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3. Представим соотношение (7), при
x3 = 0 в виде
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Здесь P
�

, P
r

� проекторы на левую и пра-
вую полуплоскости, являющиеся носителями
соответствующих плит. Внося соотношения
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(15) в левые части (16) и применив преобра-
зования Фурье, получим соотношения вида
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полуплоскостях � регулярные функции па-
раметра ↵2 при фиксированном ↵1 в левой
и правой полуплоскостях соответственно. В
связи с этим можно ввести обозначения

G
�

(↵1,↵2) = G�(↵1,↵2),

G
r

(↵1,↵2) = G+(↵1,↵2).

Внося эти обозначения в предыдущее соот-
ношение, приходим к матричному функцио-
нальному уравнению Винера–Хопфа следу-
ющего вида:

MG+ = G� +V,

M = K�1

1 K2,

K2 = "5rR
�1
r

�K,

K1 = K� "5�R
�1
�

,

(17)

V = K�1
1

 

R�1
�

Z

@⌦
�

!
�

+R�1
r

Z

@⌦
r

!
r

�

� "
�

R�1
�

T
�

� "
r

R�1
r

T
r

!

.

Последнее эквивалентно системе интеграль-
ных уравненияй Винера–Хопфа

1
Z

0

m(x� ⇠)g(⇠)d⇠ = v+
(x),

m(x) =
1

2⇡

1
Z

�1

M(↵)e�i↵xd↵,

v+
(x) =

1

2⇡

1
Z

�1

V(↵)e�i↵xd↵,

x > 0.

(18)

Способы построения его точных или при-
ближенных решений для разричных свойств
символа M(↵) можно найти в работах [10–
15].

Учитывая, что при ↵2 ! ±1 имеет ме-
сто соотношение M ! const, а факторизация
матрицы-функции M(↵) выполнима, реше-
ние может быть записано в форме

G+ = M�1
+

�

M�1
� V

 +
,

G� = �M�
�

M�1
� V

 �
,

M = M+M�,

M�1
� V =

�

M�1
� V

 +
+

�

M�1
� V

 �
.

Здесь приняты обозначения работы [11].
Построенные таким образом решения об-

ладают следующей структурой:

G+(↵1,↵2) = C1+(↵1,↵2)G+(↵1,↵2+)+

+ C2+(↵1,↵2)G�(↵1,↵2�)+

+ C3+(↵1,↵2), (19)

G�(↵1,↵2) = C1�(↵1,↵2)G+(↵1,↵2+)+

+ C2�(↵1,↵2)G�(↵1,↵2�) + C3�(↵1,↵2).

Здесь функции C
n+(↵1,↵2), C

n�(↵1,↵2),
n = 1, 2, 3, являются известными, а
G+(↵1,↵2+), G�(↵1,↵2�) требуется опре-
делить. Для их определения положим в
первом уравнении ↵2 = ↵2+, а во вто-
ром � ↵2 = ↵2�. Получаем алгебраиче-
скую систему для определения неизвестных
G+(↵1,↵2+), G�(↵1,↵2�)

G+(↵1,↵2+) = C1+(↵1,↵2+)G+(↵1,↵2+)+

+C2+(↵1,↵2+)G�(↵1,↵2�) +C3+(↵1,↵2+),
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G�(↵1,↵2�) = C1�(↵1,↵2�)G+(↵1,↵2+)+

+C2�(↵1,↵2�)G�(↵1,↵2�) +C3�(↵1,↵2�),

из которой легко находятся искомые функ-
ции.

Внесение найденных решений в соотно-
шения (12)–(14) с последующим использова-
нием соотношений (19), (16) дает возмож-
ность полностью определить напряженно-
деформированное состояние покрытия с лю-
бым из рассматриваемых дефектов или без
них.

Предложенный топологический метод ис-
следования граничных задач для тел с по-
крытиями позволяет для случая вертикаль-
ных гармонических воздействий однотипно
исследовать все естественные случаи подоб-
ных дефектов.

Для распознавания типов скрытых де-
фектов, не поддающихся выявлению мето-
дами поверхностной дефектоскопии, а так-
же рентгеноскопическими методами ввиду
их вертикального положения, и исследова-
ния их возможного поведения при нагрузках
предлагается метод горизонтального зонди-
рования, состоящий в анализе спектра как
проходящих через зону дефекта сигналов,
так и отраженных от нее. С этой целью рас-
смотрим граничную задачу в предположе-
нии, что на поверхность подложки в точке
x10, x20, x20 < 0 действует сосредоточенный
гармонический источник с заданной ампли-
тудой вида A�(x1 � x10, x2 � x20)e�i!t. Тогда
из соотношений (15)

u3�(x1, x2) = F�1
2 [R

�

(�i↵1,�i↵2)]
�1⇥

⇥
*

�
Z

@⌦
�

!
�

+ "5�F2(g
�

+ t
�

)

+

,

получим представление

u3�(x1, x2) =

=

1

4⇡2

1
Z

�1

Z

T (↵1,↵2,!)e
�ih↵,xid↵1d↵2,

T (↵1,↵2,!) = [R
�

(�i↵1,�i↵2)]
�1⇥

⇥
*

�
Z

@⌦
�

!
�

+ "5�F2(g
�

+ t
�

)

+

.

Для оценки функции u3�(x1, x2) в разных
зонах произведем факторизацию функции
T (↵1,↵2,!) по параметру ↵2 в виде суммы.
В результате имеем

T (↵1,↵2,!) =

= {T (↵1,↵2,!)}+ + {T (↵1,↵2,!)}� ,

{T (↵1,↵2,!)}+ =

1

2⇡i

Z

�

T (↵1, ⇠,!)

(⇠ � ↵2)
d⇠,

Im↵2 > 0,

{T (↵1,↵2,!)}� =

= T (↵1,↵2,!)� {T (↵1,↵2,!)}+ ,

Здесь приняты обозначения работы [11]. Та-
ким образом, получаются следующие пред-
ставления решений в различных зонах на по-
верхности покрытий

u3�(x1, x2) = F�1
2 {T (↵1,↵2,!)}� ,

�1 < x2 < x20,

u3�(x1, x2) = F�1
2 {T (↵1,↵2,!)}+ ,

x20 < x2 < 0.

Аналогичным образом строятся представле-
ния смещения поверхности правой полуплос-
кости покрытия. Выбирая различные значе-
ния частоты ! источника, получаем спек-
тральные функции поверхностей покрытий
в каждой зоне. Таким образом, топологиче-
ский подход значительно упрощает анализ
поведения проходящих и отраженных сигна-
лов через зону дефекта.

Рассматривая в зоне дефекта различные
условия контакта берегов, для каждого слу-
чая получаем свой паспорт спектральной
функции, что позволяет распознавать состо-
яние дефекта и ожидаемое его поведение.
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