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Abstract. The problems of harmonic concentrated point source motion with constant velocity in
unbounded homogeneous piezoelectric (electroelastic) three-dimensional medium are considered.
The properties of plane waves and their characteristic surfaces such as phase velocity, slowness
and ray or group velocity are established in a moving coordinate system.

The use of the principle of limiting absorption, Fourier integral transform techniques and the
properties of plane waves was enabled to obtain an explicit representation for harmonic piezo-
electric Green’s tensor for all behaviors of the source motion as a sum of the integrals over the
surface of a unit sphere. The quasistatic and dynamic components of the Green’s tensor are also
extracted.

The multidimensional stationary phase method is employed to derive an asymptotic approx-
imation at the far field. Simple formulae for the Poynting energy flux vectors for moving and
stationary observers are also presented. It was noted that in far zone the wave fields are subdi-
vided into separate spherical waves under kinematics and energy.

It is shown that motion brings some difference in the far field properties, exemplified by the
modification of the wave propagation zones and the change in their number, emergence of fast
and slow waves under trans- and superseismic motions and etc. It is noted that, as in other
problems with trans- and superseismic moving sources, the slow waves in the piezoelectric space
transfer the negative energy, measured by moving observer.

Keywords: piezoelectricity, fundamental solutions, moving oscillating source, plane waves, far
field, group velocity, wave energy

Введение

Основным объектом исследований дан-
ной работы являются плоские волны и функ-
ции Грина или фундаментальные решения
(ФР) для однородного электроупругого (пье-
зоэлектрического) пространства при движу-
щихся с постоянной скоростью пульсирую-
щих внешних воздействиях. Хотя сами по се-
бе функции Грина внутри бесконечного про-
странства представляют лишь абстрактный
интерес, эти решения могут использовать-

ся для построения граничных интегральных
уравнений и в методе граничных элементов.

Следуя [1, 2], будем придерживаться сле-
дующей терминологии. Задачу с перемещаю-
щимся с постоянной скоростью w и одновре-
менно осциллирующим с частотой ! источ-
ником волн назовем задачей B. При w = 0,
! 6= 0 имеем задачу об установившихся ко-
лебаниях, которую будем называть задачей
A. Если же источник только движется, т.е.
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w 6= 0, ! = 0, то такую задачу будем имено-
вать задачей Б.

Для упругих сред задачи A – B во вза-
имосвязи впервые были изучены А.В. Бело-
конем и И.И. Воровичем в [1,2] и других ра-
ботах тех же авторов. В [3] были установле-
ны общие энергетические принципы для за-
дач B. В дальнейшем были исследованы ос-
новные задачи B теории упругости. Между
тем, задачи B для пьезоэлектрических сред
ранее были рассмотрены только в двумер-
ной постановке [4], хотя ФР для соответству-
ющих задач A были построены и исследо-
ваны значительно подробнее [5–8]. Отметим,
что функции Грина задач электроупругости
отличаются от аналогичных функций задач
теории упругости из-за связанности механи-
ческих и электрических полей и наличия от-
дельного квазистатического электрического
потенциала.

1. Постановка задачи
Пусть O⇠1⇠2⇠3 � неподвижная декар-

това система координат, отнесенная к
рассматриваемой электроупругой среде;
⇠ = {⇠1, ⇠2, ⇠3} � вектор пространственных
координат; ⌧ � время; u(⇠, ⌧) � вектор пе-
ремещений; '(⇠, ⌧) – электрический потен-
циал; cE � матрица размера 6 ⇥ 6 упругих
модулей cE

↵�

, измеренных при постоянном
электрическом поле; ✏S � матрица размера
3 ⇥ 3 диэлектрических проницаемостей ✏S

ij

,
измеренных при постоянных деформациях;
e � матрица размера 3⇥ 6 пьезомодулей e

i↵

электроупругой среды в этой системе коор-
динат (i, j = 1, 3; ↵,� = 1, 6).

Предположим, что источник колеба-
ний является сосредоточенным и двигает-
ся в пространстве с постоянной скоростью
w = {w1, w2, w3}, одновременно осциллируя
с частотой !, т.е.
⇢

f(⇠, ⌧)
q(⇠, ⌧)

�

=

⇢

f0 l
q0

�

�(⇠ �w⌧)ei!⌧ , (1.1)

где f � массовая сила; q � электрический
заряд; f0, q0 � константы; l � единичный
направляющий вектор силы f .

Введем в рассмотрение подвижную си-
стему координат O0x1x2x3, движущуюся от-
носительно неподвижной системы O⇠1⇠2⇠3 со
скоростью источника w. Время в подвижной
системе координат обозначим через t, а век-
тор пространственных координат � через x.

Эти две системы координат связаны между
собой следующим образом:

x = ⇠ �w⌧, t = ⌧, (1.2)

@

@⇠
j

=

@

@x
j

,

j = 1, 3,

@
⌧

= @
t

�wr,

(1.3)

r = {@1, @2, @3}, @
j

=

@

@x
j

,

где запись ab для векторов, матриц или
тензоров означает операцию скалярного
или внутреннего произведения, например,
wr = w

j

@
j

, �v = �

ij

v
j

e
i

(e
i

� орты де-
картовой системы координат) и т. д.

Пусть при действии источника (1.1) для
перемещений u(x, t) и электрического потен-
циала '(x, t) в подвижной системе координат
(1.2) существует режим установившихся ко-
лебаний:

u = v(x) exp(i!t),

' =  (x) exp(i!t).
(1.4)

Записав уравнения электроупругости [9]
в подвижной системе координат (1.2) с уче-
том (1.3), для амплитудных функций v и
 из (1.4) будем иметь следующую систему
дифференциальных уравнений:

⇢(i! �wr)

2v�
� �(r)v � �(r) = f0 l�(x), (1.5)

�⇤
(r)v � ✏(r) = �q0�(x), (1.6)

где
�(r) = L⇤

(r) cE L(r),

�(r) = L⇤
(r) e⇤r, ✏(r) = r⇤ ✏S r,

L⇤
(r) =

0

@

@1 0 0 0 @3 @2
0 @2 0 @3 0 @1
0 0 @3 @2 @1 0

1

A .

Для выделения единственного решения
системы (1.5), (1.6) будем использовать
принцип предельного поглощения, согласно
которому перейдем к "-задаче, заменив в
(1.5), (1.6) v на v

"

,  на  
"

, ! на !
"

= !� i",
0 < " ⌧ 1. По принципу предельного погло-
щения под решением {v, } будем понимать
предел решения {v

"

, 
"

} системы уравнений
(1.5), (1.6) для "-задачи при "! +0:

v = lim

"!+0
v
"

,  = lim

"!+0
 
"

.
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Отметим, что глубокий математический
анализ взаимосвязи различных принципов
выделения единственных решений в задачах
A для неограниченных и полуограниченных
сред был дан в исследованиях И. И. Ворови-
ча и В. А. Бабешко, обобщенно представлен-
ных в фундаментальной монографии [10].

2. Плоские волны и их основные
характеристики

Плоские объемные волны являются ре-
шениями однородной системы (1.5), (1.6) ви-
да

v(x) = A
v

p exp(�↵x),

 (x) = A
 

exp(�↵x),
(2.1)

где A
v

, A
 

� амплитуды, p � единичный
вектор поляризации (|p| = 1), ↵ � волно-
вой вектор (↵ = ↵n, |n| = 1, n � единичный
вектор волновой нормали).

Подстановка (2.1) в (1.5), (1.6) приводит
к задаче на собственные значения

˜�(n)p = ⇢⌫2(n)p, (2.2)

где
⌫2(n) = (cB

p

(n) + w
n

)

2, (2.3)

w
n

= wn = w
j

n
j

;

⌫(n) = cA
p

(n) � фазовая скорость плос-
ких волн в задаче A; cB

p

(n) = !/↵ � фа-
зовая скорость плоских волн в задаче B;
˜�(n) = �(n)+�(n)⌦�⇤

(n)/✏(n) � акустиче-
ский тензор Кристоффеля (модифицирован-
ный за счет пьезоэффекта).

Как хорошо известно [9], в задаче A
для любого направления n существуют
три плоские волны с фазовыми скоростями
⌫
j

(n) = cA
pj

(n); cA
pj

(n) > 0; j = 1, 3 и с векто-
рами поляризации (собственными вектора-
ми) p

j

, которые можно выбрать ортонорми-
рованными. В задаче B, как видно из (2.3),
для прямых (cB

pj

> 0) плоских волн при фик-
сированных n и j 2 {1, 2, 3} возможны три
различные ситуации:

(cA
pj

(n) > w
n

) ^ (cA
pj

(n) > �w
n

) )
) cB

pj

(n) = cA
pj

(n)� w
n

, (2.4)

cA
pj

(n) < �w
n

)
) cBk

pj

(n) = (�1)

kcA
pj

(n)� w
n

; (2.5)

k = 0,1,

cA
pj

(n) 6 w
n

) ?. (2.6)

Таким образом, в условиях (2.4) имеем
одну волну, в условиях (2.5) � две (k = 0 �
быстрая, k = 1 – медленная), а в услови-
ях (2.6) прямые плоские волны отсутствуют.
Векторы поляризации p

j

плоских волн задач
A и B идентичны, за исключением случая
(2.6), причем при (2.5) быстрая и медленная
волны имеют один и тот же вектор поляри-
зации. Случаи (2.4), (2.5) можно обозначить
единым образом: cB(k)

pj

(n) = (�1)

kcA
pj

(n)�w
n

,
(k = 0) _ (k = 0,1), т.е. для (2.4) cB

pj

= cB(0)
pj

.
Если для 8n, 8j 2 {1, 2, 3} выполняется

условие (2.4), то режим движения источника
назовем досейсмическим, в противном слу-
чае � транс- или сверхсейсмическим.

Введем векторы фазовых скоростей c
B(k)
pj

и обратных скоростей (векторы рефракции
или медленностей) L

B(k)
j

по формулам:

c
B(k)
pj

(n) = cB(k)
pj

n = (�1)

kcA
pj

(n)�w
n

n, (2.7)

L
B(k)
j

= n/cB(k)
pj

, (2.8)

где cA
pj

(n) = cA
pj

(n)n.
Дисперсионное уравнение задачи B

для плоских волн (1.4), (2.1) имеет вид
(⌦(↵) = ! +w↵, E – единичная матрица):

D
B

(↵,!) = det [

˜�(↵)� ⇢⌦2
(↵)E] = 0. (2.9)

Решение уравнения (2.9) можно предста-
вить в виде набора гиперповерхностей

! = !B(k)
j

(↵) = ↵cB(k)
pj

(n); (2.10)

j = 1, 3.

По (2.10) вектор групповой скорости
c
B(k)
gj

= c
B(k)
gj

(n) находится следующим об-
разом:

c
B(k)
gj

=

@!B(k)
j

(↵)

@↵
=

= c
B(k)
pj

+ (E� n⌦ n⇤
)

@cB(k)
pj

@n
, (2.11)

или, с учетом (2.7), в виде

c
B(k)
gj

= (�1)

kcA
gj

(n)�w, (2.12)
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где cA
gj

(n) � вектор групповой скорости за-
дачи A.

Как можно показать, для плоских волн
задачи B имеют место следующие важные
соотношения (известные для задач A [9] и
B [11] для упругих сред)

c
B(k)
gj

n = cB(k)
pj

, c
B(k)
gj

L
B(k)
j

= 1, (2.13)

n dcB(k)
gj

= 0, c
B(k)
gj

dLB(k)
j

= 0, (2.14)

причем в (2.13), (2.14) суммирования по по-
вторяющимся индексам j и k нет.

Используя (2.13), (2.14), можно устано-
вить свойства поверхностей фазовых ско-
ростей c

B(k)
pj

(n), поверхностей рефракции
(обратных скоростей или медленностей)
L
B(k)
j

(n) и волновых поверхностей (поверх-
ностей групповых или лучевых скоростей)
c
B(k)
gj

(n). Все эти поверхности в задачах B
при w 6= 0, вообще говоря, не имеют цен-
тральной симметрии n $ (�n), у них так-
же не сохраняется и симметрия, связанная с
кристаллографической структурой. Поверх-
ности фазовых и групповых скоростей (cB(k)

pj

и c
B(k)
gj

) ограничены при любых w. Но по-
верхности рефракции L

B(k)
j

в зависимости от
режима движения источника, т.е. значения
скорости w = |w|, могут быть как ограничен-
ными, так и неограниченными. Режим дви-
жения источника логично назвать сверхсей-
смическим (сверхзвуковым), если в R

3 суще-
ствуют направления n, вдоль которых нет
точек поверхностей рефракции, и все поверх-
ности рефракции неограничены. Если же хо-
тя бы одна поверхность рефракции ограни-
чена, но есть и неограниченные поверхно-
сти рефракции, такой режим движения бу-
дем считать транссейсмическим (трансзву-
ковым).

Отметим, что поверхности рефракции
L
B(k)
j

могут существенно отличаться от соот-
ветствующих поверхностей для задачи A, их
может быть различное число от 3 до 6 (или
от 2 до 6, если считать кратные значения ско-
ростей за одно значение). В то же время по
(2.12) волновые поверхности c

B(k)
gj

для зада-
чи B получаются простым переносом волно-
вых поверхностей задачи A на вектор (�w)

и их всегда столько же, сколько и для зада-
чи A. При этом при транс- и сверхсейсми-
ческих режимах движения две части cB0

gj

и

cB1
gj

фактически образуют одну замкнутую
поверхность. В то же время при таких режи-
мах в случае (2.5) для фиксированных n и
j имеем две плоские волны (быструю и мед-
ленную) с обратными скоростями, принадле-
жащими двум разным поверхностям рефрак-
ции. Зоны существования быстрых и медлен-
ных волн (2.5) ограничены асимптотически-
ми поверхностями cA

pj

(n) = ±w
n

n.
Несмотря на многочисленные отличия

характеристических поверхностей плоских
объемных волн в задачах A и B, имеют-
ся и общие свойства, следующие из (2.2),
(2.13), (2.14). Так, классификация квазипро-
дольных и квазипоперечных волн для задач
A и B сохраняется, так как векторы поляри-
зации p

j

из (2.2) не зависят от w.
Поверхности фазовых скоростей c

p

и об-
ратных скоростей L связаны друг с другом
операцией инверсии относительно единичной
сферы |n| = 1 с центром инверсии в начале
координат (c

p

||L; c
p

L = 1).
Вектор групповой скорости c

g

по (2.13),
(2.14) в каждой точке поверхности рефрак-
ции L ортогонален к касательной плоско-
сти (c

g

dL = 0). Обратно, волновой вектор
n плоской волны, групповая скорость кото-
рой равна c

g

(n), ортогонален к касательной
плоскости в соответствующей точке волно-
вой поверхности c

g

(n dc
g

= 0).
Связь между поверхностями фазовых c

p

и групповых c
g

скоростей следует из фор-
мул c

g

n = c
p

; c
p

= c
p

n, и также одинакова
для задач A и B. Именно [9] поверхность фа-
зовых скоростей c

p

есть подера волновой по-
верхности c

g

, т.е. геометрическое место орто-
гональных проекций центра O на касатель-
ные к волновой поверхности c

g

плоскости.
Наоборот, волновая поверхность c

g

является
огибающей семейства плоскостей, проведен-
ных через конец вектора фазовой скорости
c
p

перпендикулярно этому вектору.

3. Функции Грина или
фундаментальные решения

Применив трехмерное преобразование
Фурье по x1, x2, x3 для "-задачи, принцип
предельного поглощения и методы контур-
ного интегрирования при вычислении обрат-
ного преобразования Фурье, после ряда пре-
образований, аналогичных [5, 11], можно по-
лучить следующие интегральные представ-
ления для амплитуд v и  функций Грина
задачи B для электроупругого пространства
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(
P0

означает наличие или отсутствие сумми-
рования по k в зависимости от режима дви-
жения)
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✏(n)
, n = Q⇤ n0. (3.9)

Здесь e0
k

� ортогональный базис, согла-
сованный с направлением x следующим об-
разом: |e01| = |e02| = 1; e03 = e01 ⇥ e02 = x/R;
R = |x|; Q � ортогональная матрица перехо-
да из исходной системы координат в повер-
нутую: n0

= Qn.
Формулы (3.1)–(3.9) определяют ФР

трехмерных динамических задач теории

электроупругости при подвижных осцилли-
рующих источниках и пригодны для различ-
ных режимов движения.

В полученных выражениях для амплитуд
{v,  }, как и в [4, 5], содержатся динамиче-
ские составляющие {v

d

,  
d

}, статические �
{v0,  0} и несвязанный квазиэлектростати-
ческий потенциал  

s

.

4. Кинематика и энергетика дальнего
поля

Поскольку построенные выражения для
динамических составляющих {v

d

,  
d

} по
структуре идентичны соответствующим со-
ставляющим ФР для пространственных за-
дач теории упругости [11], то полученные в
[11] по методу стационарной фазы асимпто-
тики дальних полей и их анализ с учетом
необходимых изменений будут справедливы
и для пространственных задач электроупру-
гости. Результирующие формулы для даль-
него поля !R � 1 (R = |x|) при простых
стационарных точках можно представить в
виде
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51



Калинина Т. И., Наседкин А. В.

на поверхности рефракции L
B(k)
j

; N (k)
j

� ко-
личество стационарных точек.

Для заданного направления x стационар-
ные точки находятся по (4.4) как такие точ-
ки n

(k)
jm

на поверхности рефракции L
B(k)
j

, для
которых вектор групповой скорости c

B(k)
gj

,
направленный по нормали к L

B(k)
j

, паралле-
лен x, вектор волновой нормали n

(k)
jm

образу-
ет с вектором c

B(k)
gj

острый угол.
Как видно из (4.1)–(4.3), в пьезоэлектри-

ческой среде в дальней зоне поля перемеще-
ний и электрического потенциала разделя-
ются по кинематике на отдельные сфериче-
ские волны (4.2), (4.3) (j = 1, 2, 3).

В силу условий (4.4), в сферической си-
стеме координат (R, '̃, ˜✓), связанной с исход-
ной системой координат Ox1x2x3, компонен-
ты вектора групповой скорости в стационар-
ных точках n

(k)
jm

имеют вид: cB(k)
gjmR

= |cB(k)
gjm

|;
cB(k)
gjm'̃

= 0; cB(k)

gjm✓̃

= 0. Таким образом, сфери-
ческие волны (4.2), (4.3) в дальней зоне удо-
влетворяют всем условиям, наложенным в [3]
на сферические акустоэлектрические волны
общего типа, следовательно, для волн (4.2),
(4.3) справедливы энергетические соотноше-
ния для сферических волн и теорема вири-
ала из [3]. Вектор групповой скорости c

B(k)
gjm

является здесь скоростью переноса средней
за период колебаний энергии, как для непо-
движного, так и для подвижного наблюдате-
лей. Как следует из [3], для средних за пери-
од колебаний потоков энергий hE⇠xi и hExi
в подвижной системе координат для непо-
движного и подвижного наблюдателей, со-
ответственно, и для радиальной компоненты
вектора переноса энергии hJ⇠x(x)

R

i справедли-
вы формулы
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Подставляя (4.5), (4.6) в (4.2), (4.3), по-
лучаем выражения для радиальных компо-
нент потоков энергии отдельных сфериче-

ских волн в дальней зоне
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При сверхсейсмических режимах движе-
ния в (4.7) ⌦(↵(k)

jm1) < 0 при k = 1, поэто-
му hJx(1)

jmR

i < 0, т.е. медленные волны пере-
носят отрицательную энергию, измеренную
подвижным наблюдателем. Как отмечалось
ранее [3,4,11], это свойство обычно для мед-
ленных волн задач B при сверхсейсмических
режимах движения.

Важно отметить, что количество волн
{v(k)

jm

,  (k)
jm

} в дальней зоне определяется чис-
лом стационарных точек n

(k)
jm

(x). Как отме-
чалось выше, в стационарных точках n

(k)
jm

(x)

вектор групповой скорости c
B(k)
gjm

(n
(k)
jm

) на-
правлен вдоль вектора x. Поэтому число
волн для выбранного направления x опре-
деляется как число пересечений луча Ox с
поверхностями групповых скоростей. В за-
висимости от режима движения число волн
может существенно меняться, причем при
транс- и сверхсейсмических режимах суще-
ствуют зоны распространения быстрых и
медленных волн, ограниченные коническими
поверхностями.

На рис. 1–3 приведены характерные кар-
тинки сечений поверхностей групповых ско-
ростей плоскостью Ox1x3 рабочей декарто-
вой системы координат Ox1x2x3. Отдель-
ные выбранные направления x на рис. 1–3
снабжены стрелками и помечены цифрами в
кружочках, которые обозначают число волн
для этих направлений, т.е. число точек пе-
ресечений кривых c

(...)
gj

с направлениями x.
Эти точки пересечений выделены на рисун-
ках, как �жирные� точки. Модули жестко-
сти рассмотренных материалов были взяты
из [9], а пьезоэффект не учитывался.

Обычный для задачи A случай иллю-
стрирует рис. 1а, когда для любого направле-
ния имеется три распространяющиеся волны
(с учетом возможной кратности). Для более
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а) б)

Рис. 1. Задача A: а � парателлурит, б � ↵-кварц, � = 90°

а) б)

Рис. 2. Задача B, транссейсмический режим движения:
а � парателлурит, б � ↵-кварц, � = 90°

а)
б)

Рис. 3. Задача B, сверхсейсмический режим движения
а � парателлурит, б � ↵-кварц
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сложного материала (рис. 1б, ↵-кварц, рабо-
чая декартовая система координат Ox1x2x3
повернута вокруг оси Ox3 на угол � отно-
сительно кристаллографической системы ко-
ординат Ox̃1x̃2x3) в зависимости от направ-
ления имеются зоны с тремя и с пятью вол-
нами. Аналогичные ситуации имеют место и
в задачах B при досейсмических режимах
движения.

Однако при транс- и сверхсейсмических
режимах движения число волн может суще-
ственно меняться. Так, на рис. 2 показаны
транссейсмические режимы движения, в ко-
торых имеются зоны с 2, 4 числом волн на
рис. 2а и с 1, 3, 5, 7 и 9 числом волн на
рис. 2б. Заметим, что четность и нечетность
волн здесь зависит от положения начала ко-
ординат. Если, как на рис. 2а, лишь одна из
трех поверхностей групповых скоростей рас-
полагается за началом координат O, то чис-
ло волн четное. Если же таких поверхностей
две, как на рис. 2б, то число волн нечет-
ное. Для рис. 3 имеет место сверхсейсмиче-
ский режим движения, при простых поверх-
ностях групповых скоростей имеются зоны с
0, 2, 4 и 6 числом волн, а для более сложных
поверхностях число волн в различных зонах
может принимать любые четные значения от
0 до 12.

Наконец, отметим, что волновые поля в
дальней зоне имеют специфические особен-
ности в окрестности направлений n

(k)
jm

(x),
для которых k(k)

pjm

⇡ 0, для близко распо-
ложенных и для кратных стационарных то-
чек. Для таких направлений, как и в задаче
A [12], требуются иные, нежели (4.2), (4.3),
формы асимптотических разложений.

Заключение

Как показано, для вычислений характе-
ристик плоских волн, функций Грина (ФР),
кинематики и энергетики дальнего поля сфе-
рических волн для трехмерных задач B
электроупругости может быть использова-
на техника, применяемая для аналогичных
задач теории упругости. При этом для ФР
в задачах электроупругости движение ис-
точника вносит дополнительную анизотро-
пию в кинематические и энергетические кар-
тины волновых полей. Так, появляется до-
полнительная анизотропия, обнаруживают-
ся зоны с различным числом распространя-
ющихся волн, быстрые и медленные волны

и т.д. При этом, как и в других задачах
с подвижными источниками, при транссей-
смическом и сверхсейсмическом движениях
медленные волны переносят отрицательную
энергию, измеренную подвижным наблюда-
телем.
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