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Abstract. Modeling of population dynamics on the inhomogeneous area is based on a system
of nonlinear parabolic equations with variable coefficients. We apply the theory cosymmetry to
analyze different scenario of coexistence of populations consuming a single resource. Appearence
of a continuous family of steady states is found under the some conditions on the parameters
of diffusion and growth. Theoretical analysis is justified by computer simulations based on the
method of lines and staggered grids scheme. The case of two populations on the one-dimensional
habitat (ring) is studied numerically. It was found that after destruction of cosymmetry the family
of steady states may transform to a stable configuration of coexisting species. The corresponding
maps of growth parameters are presented.
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Введение

В математической экологии для описа-
ния распространения видов по ареалу ис-
пользуются уравнения реакции–диффузии,
представляющие собой обобщения уравне-
ния Колмогорова–Петровского–Пискунова–
Фишера [1–3]. Модели конкурирующих за
единый ресурс популяций, построенные на
основе уравнений с постоянными коэффици-
ентами [3], дают подтверждение эмпириче-
ского принципа Гаузе [4] о выживании на
ареале единственной популяции. В то же вре-
мя для близкородственных видов [5] возмож-
на медленная трансформация конкурирую-
щих популяций без вытеснения сосуществу-
ющих видов. В [6, 7] рассматриваются про-
блемы моделирования сосуществования по-
пуляций, в частности, переход конкурентно-
го преимущества от одних видов к другим.

В настоящее время при изучении
пространственно-неоднородных моделей ак-
тивно применяется вычислительный экспе-
римент [7–9]. Важными проблемами являют-

ся расчет возможных сценариев распростра-
нения популяций, неединственность путей
формирования устойчивых биологических
сообществ, анализ влияния неоднородно-
сти жизненных условий на сосуществование
видов. В моделях популяционной кинети-
ки [9, 10] обнаружены однопараметрические
семейства стационарных решений, это ока-
залось связано с косимметричностью задач.
Теория косимметрии была развита в цикле
работ В. И. Юдовича [11, 12].

В [9] для случая трех конкурирующих по-
пуляций вычислено семейство стационарных
распределений и проанализировано его раз-
рушение при нарушении косимметрии. От-
мечено, что при нарушении косимметрии пе-
реход к новым равновесиям происходит мед-
ленно, аналогично наблюдаемому в экологи-
ческих системах [1, 4].

Целью настоящей работы является ана-
лиз сценариев сосуществования конкури-
рующих популяций на основе системы
уравнений в частных производных с пе-
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ременными коэффициентами. Рассматрива-
ется задача для параболических уравне-
ний с нелинейностью логистического типа
и пространственно-периодическими услови-
ями, устанавливаются условия ее косиммет-
ричности и изучаются эффекты нарушения
косимметрии.

1. Математическая модель

Математическая модель для популяций,
конкурирующих за пространственно-неодно-
родный ресурс, формулируется в виде следу-
ющей системы нелинейных уравнений пара-
болического типа относительно плотностей
w
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i

, роста ⌘
i

и ре-
сурс P являются положительными функци-
ями пространственной переменной x. Функ-
ция f описывает уменьшение прироста по-
пуляций при приближении плотностей к
предельным ресурсным значениям, случай
m = 1 отвечает логистическому закону.

Рассматривается кольцевая область
x 2 [0, a], так что уравнения (1.1) допол-
няются условиями периодичности:
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В начальный момент времени заданы рас-
пределения популяций

w
i

(x,0) = w
i0(x), i = 1, . . . ,M. (1.3)

Задача (1.1)�(1.3) может иметь беско-
нечное число решений при дополнительных
условиях на параметры.

Лемма 1. При постоянной на ареале
функции ресурса P (x) = P0 и для произволь-
ных коэффициентов k

i

(x), ⌘
i

(x) у системы
(1.1)�(1.3) имеется бесконечное число стаци-
онарных решений w̃
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Доказательство состоит в непосредствен-
ной подстановке решений w̃

i

в уравнения
(1.1) и краевые условия (1.2).

В системе (1.1)�(1.3) неединственность
решений возможна также при наличии
нетривиальной косимметрии [11].

Лемма 2. При постоянных коэффициен-
тах роста ⌘

i

и выполнении соотношений
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для произвольной функции ресурса P (x) си-
стема (1.1)�(1.2) обладает линейной косим-
метрией
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Доказательство. Согласно [11], косим-
метрией системы дифференциальных урав-
нений является вектор, ортогональный пра-
вой части рассматриваемой системы. Для за-
дачи (1.1)�(1.3) это означает выполенение
интегрального тождества
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В результате подстановки (1.5) в (1.6), ин-
тегрирования по частям, учета условий пе-
риодичности (1.2) и перегруппировки слага-
емых, I записывается в следующем виде:
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В силу условия (1.4) интеграл I равен нулю,
что доказывает лемму. ⇤

Если при возмущении правой части си-
стемы дифференциальных уравнений косим-
метрия нарушается, то происходит разруше-
ние семейства. Например, при переменных
параметрах роста ⌘

i

(x), вектор L из (1.5) не
является косимметрией системы (1.1)–(1.2).

Далее в работе анализируются области
параметров, при которых формируются рас-
пределения устойчиво сосуществующих по-
пуляций. Для этого вычисляются критиче-
ские значения параметров, соответствующие
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выживанию только одной популяции и отве-
чающие потере устойчивости решения. На-
пример, при w2 = · · · = w

n

= 0 стационарное
распределение популяции w1 = u(x) в систе-
ме (1.1)�(1.3) находится из краевой задачи

0 = (k1u
0
⇤)

0
+ ⌘1u⇤

⇣

1� u⇤
P

⌘

,

u|a0 = 0, k1 u
0�
�

a

0
= 0.

(1.7)

Для анализа устойчивости этого решения
записывается спектральная задача
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дополненная условиями периодичности для
⇣
i

, здесь � � инкремент. Решение w1 = u(x),
w2 = · · · = w

n

= 0 будет неустойчивым, если
найдется инкремент с вещественной частью
Re� > 0.

2. Вычислительная схема

Для интегрирования системы (1.1)–(1.3)
применяется метод прямых с аппроксима-
цией уравнений на равномерной сетке. На
отрезке [0, a] вводятся узлы x
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= hj,
j = 0, . . . , n с шагом h = a/n, в которых
определяются переменные w
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Разностные уравнения получаются на

трехточечном шаблоне при помощи интегро-
интерполяционного метода. Дискретный
аналог уравнений (1.1) записывается в виде
M ⇥ n обыкновенных дифференциальных
уравнений
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Для интегрирования системы по времени
применяется метод Рунге–Кутта четвертого
порядка.

Значения функций w
i

в узлах j = 0 и
j = n + 1 получаются из условий периодич-
ности
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а) б) в)

Рис. 1. Влияние параметра роста ⌘1 и начальных данных на формирование стационарных
распределений популяций u(x, t) (a) и v(x, t) (б ) при u0 = v0 = 0,3: ⌘1 = 4 (кривая 1), 6 (2), 8 (3),

кривая 4 � ⌘1 = 4, u0 = 0,3, v0 = 0,6. График в � изменение по времени средних плотностей
популяции u⇤ (сплошная линия), v⇤ (пунктир)

Компоненты вектора F(Y) = (F1, F2, . . . ,
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Дискретный аналог косимметрии (1.5)
для системы (2.1) записывается следующим
образом:
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Для дискретного случая будут справед-
ливы результаты Леммы 2, если вместо
системы (1.1)–(1.2) рассматривать систему
(2.1)–(2.2) с начальными распределениями
w
i,j

|
t=0 = w

i0(xj), i = 1, . . . ,M , j = 1, . . . , n.
Для определения границы устойчивости

решения (u⇤, 0, . . . , 0) при фиксированных
k1(x), ⌘1(x) находится u⇤, далее анализирует-
ся конечно-разностный аналог задачи (1.8)�
(1.9) и определяются значения параметров
k
i

, ⌘
i

, i = 1, . . . ,M , при которых инкремент
равен нулю. Эта процедура повторяется для
нужных диапазонов значений k1(x), ⌘1(x).

3. Численные результаты
Далее представлены результаты вычис-

лительного эксперимента для системы двух
близкородственных популяций w1 = u(x, t),

w2 = v(x, t). Соответствующая начально-
краевая задача записывается в следующем
виде:

u̇ = (k1u
0
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u(x,0) = u0(x), v(x,0) = v0(x).

(3.1)

Расчеты показали, что для различных ком-
бинаций управляющих параметров и началь-
ных данных получаются стационарные ре-
шения, отвечающие выживанию одной из по-
пуляций или их сосуществованию при пере-
менных коэффициентах k

i

(x), ⌘
i

(x).
При постоянных коэффициентах роста

⌘1, ⌘2, диффузии k1, k2 и при выполнении
косимметричных соотношений k1⌘2 = k2⌘1
система (3.1) имеет бесконечное число реше-
ний, каждое из которых может быть реали-
зовано при соответствующих начальных дан-
ных u0(x), v0(x). Если условие косимметрии
не выполняется, то при k1⌘2 > k2⌘1 выжи-
вает популяция v(x, t), а при k1⌘2 < k2⌘1 �
соответственно u(x, t). Это иллюстрирует
рис. 1, на котором приведены результаты для
функции ресурса, отвечающей одной благо-
приятной зоне: P (x) = 1� µ sin(2⇡x/a). Рас-
четы проводились при следующих значениях
параметров: ⌘2 = 4, k1 = k2 = 0,02, µ = 0,4,
a = 1, m = 1. В качестве начальных данных
использовались равномерные распределения
u0(x), v0(x). Установление контролировалось
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Рис. 2. Карта параметров роста, отвечающих различным сценариям распределения популяций:
выживание популяции u (область I), выживание v (II), сосуществование популяций (III); k1 = 0,02,
k2 = 0,04. Буквы соответствуют комбинациям параметров, при которых получены распределения,

приведенные на рис. 3

вычислением средних плотностей:
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На рис. 1 случаю косимметрии (⌘1 = 4) от-
вечают кривые 1 (u0 = v0 = 0,3) и 4
(u0 = 0,3, v0 = 0,6). Кривые 2 (⌘1 = 6) и 3
(⌘1 = 8) соответствуют нарушению косим-
метрии, в этом случае происходит выдавли-
вание одной из популяций. С увеличением ⌘1
выход на стационарное решение происходит
быстрее.

Если соотношение (1.4) не выполняется,
семейство стационарных распределений раз-
рушается и может получаться решение, от-
вечающее сосуществованию популяций. Это
подтверждается, например, расчетами для
случая переменного коэффициента роста
⌘2 = ⌘20 + ⌘21 sin(2⇡x/a) при постоянном
коэффициенте роста ⌘1. Далее обсуждают-
ся результаты, полученные при следующих
значениях параметров: k1 = 0,02, k2 = 0,04,
m = 1, P (x) = 1 � µ sin(2⇡x/a), µ = 0,4,
|⌘21| < ⌘20. Для ⌘20 = 16 система (3.1) обла-
дает косимметрией (1.5) при ⌘21 = 0, ⌘1 = 8.
В этом случае имеется однопараметрическое
семейство стационарных решений, включаю-
щее решения с одной выжившей популяцией,

а также различные сочетания сосуществу-
ющих популяций. При ненулевых ⌘21 или
⌘1 6= 8 семейство разрушается, что приво-
дит либо к выживанию одной из популяций,
либо к сосуществованию популяций.

На рис. 2 представлена карта значений
параметров ⌘1 и ⌘21, при которых в систе-
ме (1.1)�(1.3) реализуются различные сце-
нарии взаимодействия популяций. Область I
отвечает выживанию популяции u(x, t), об-
ласть II � выживанию v(x, t), а область
III � сосуществованию популяций. Грани-
ца между областями I и II была найдена
при помощи анализа неустойчивости реше-
ния u = u⇤, v = 0, а граница между обла-
стями II и III соответствует неустойчивости
решения u = 0, v = v⇤.

На рис. 3 представлены профили финаль-
ных распределений популяций u(x, t), v(x, t)
для значений параметров, при которых на-
блюдается сосуществование популяций (бук-
вы A, B, C и D на рис. 2). Графики B, C, D
получены при одном значении ⌘1 и разных
значениях ⌘21. Видно, что уровень плотности
популяции u(x, t) снижается при уменьше-
нии ⌘21, при этом уровень v(x, t) увеличива-
ется. На графиках A, B популяции распреде-
лены примерно одинаково, так как точки на
карте параметров находятся вблизи границы
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а) б)
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Рис. 3. Стационарные распределения популяций u, v для значений параметров, соответствующих
точкам A (а), B (б ), C (в), D (г) на рис. 2

области I. Графики A, C отвечают одному
значению ⌘21, с ростом ⌘1 происходит увели-
чение плотности популяции u(x, t). При зна-
чениях параметров, соответствующих рас-
пределению C, у популяции v(x, t) ярко вы-
ражена неоднородность плотности, в отли-
чие от профиля u(x, t), близкого к равно-
мерному. Из рис. 3D видно, что распределе-
ние популяции v(x, t) практически повторяет
график функции ресурса P (x), а популяция
u(x, t) распределена почти равномерно.

На рис. 4 приведены результаты вычисле-
ния областей параметров ⌘1 и ⌘21, отвечаю-
щих трем сценариям выживания популяций,
для различных вариантов функции ресурса
P (x) и коэффициента роста ⌘2(x). Построе-
ны области сосуществования популяций (III)
и выживания u(x, t) (I), выживания v(x, t)
(II). На рис. 4a приведена карта значений па-
раметров для ⌘2(x) с двумя максимумами и
ресурсом P (x) с одной благоприятной зоной.
Кривые сходятся в точке ⌘1 = 8, ⌘21 = 0, ко-
торая отвечает условию косимметрии. Вид-
но, что имеется симметрия областей отно-
сительно замены ⌘21 ! �⌘21. Аналогичная
карта получается для коэффициента роста
⌘2 с одним максимумом и ресурса P (x) с дву-
мя благоприятными зонами, см. рис. 4b. Та-

ким образом, при постоянном коэффициен-
те роста ⌘2 (⌘21 = 0), сосуществование мо-
жет быть реализовано только в случае ко-
симметрии. Для ненулевого ⌘21 при отклоне-
нии ⌘1 от косимметричного значения ⌘1 = 8

может реализовываться один из трех сцена-
риев. Когда функции роста ⌘2(x) и ресур-
са P (x) имеют по два максимума, картина
разделения области параметров ⌘21, ⌘10 на
зоны сосуществования и выживания отдель-
ных популяций аналогична рис. 2.

На рис. 5 приведены финальные распре-
деления популяций для ряда значений пара-
метра модуляции ⌘21, вычисленные для ре-
сурса P (x) с двумя благоприятными зонами
и коэффициентом роста ⌘2 с одним макси-
мумом. При малых значениях ⌘21 распреде-
ления повторяют график функции ресурса.
С увеличением ⌘21 происходит оформление
�ниш� популяций, которые распределяются
по разным благоприятным зонам.

Заключение

Для моделирования распределений кон-
курирующих популяций при пространствен-
ной неоднородности �жизненных условий�
рассмотрена система нелинейных параболи-
ческих уравнений с переменными коэффи-
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Рис. 4. Карты параметров ⌘1 и ⌘21, отвечающих выживанию популяции u(x, t) (область I), v(x, t)
(II), сосуществованию популяций (III) для различных профилей ресурса и коэффициента роста ⌘21

циентами. Проанализировано формирование
стационарных распределений плотностей по-
пуляций с учетом неоднородности коэффи-
циента роста и пространственной неоднород-
ности ресурса. Определены условия на па-
раметры, при которых система обладает ли-
нейной косимметрией и имеется непрерывное
семейство стационарных решений. Получе-
но, что при разрушении косимметрии в за-
висимости от значений параметров возмож-
ны следующие сценарии: выживание одной
из популяций, устойчивое сосуществование
популяций. В вычислительном эксперименте
использовались модельные функциональные
распределения параметров, поскольку в ли-

тературе отсутствуют данные для конкрет-
ного моделирования [9]. Выбор гармониче-
ских функций для ресурса P (x) и коэффици-
ентов роста и диффузии основывался на дан-
ных об окрасе популяции кермодского медве-
дя (Ursus americanus kermodei) [15]: особи бу-
рого цвета преимущественно распределены в
лесной части, а на островах и возле рек ча-
ще встречаются особи светлого (кремового)
цвета.
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