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Abstract. The work is devoted to the question of completeness of the system of point potentials.

We introduce the concept of a uniqueness set for the single-layer potential and prove that the
system of point potential is complete if and only if the set of basis points (singularities) of
potentials is a uniqueness set for the single-layer potential. We study properties of the introduced
uniqueness sets (for the single layer potential) and give examples of sets that are uniqueness sets
and those are not. We show that the new concept extends the concept of uniqueness set of
harmonic functions. We give an example of a set of points, which is not a set of uniqueness of
harmonic functions, however the corresponding system of point potential is complete. This set is
a uniqueness set for the single-layer potential.
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1. Обозначения

Q � ограниченная область в R2, кото-
рая либо представляет собой многогранник,
либо имеет в качестве границы ляпунов-
скую поверхность; ¯Q � замыкание области
Q; Q+

= R2 \ ¯Q;

� =

@2

@x1
2 +

@2

@x2
2 , r =

⇢

@

@x1
,

@

@x2

�

;

⌫ � внешняя нормаль к границе @Q обла-
сти Q; E(x) =

1
2⇡ ln |x| � фундаментальное

решение уравнения Лапласа.

2. Введение

Настоящая работа посвящена изучению
полноты системы точечных потенциалов, ис-
пользуемых в методе точечных потенциалов
при решении задачи Дирихле для уравнения
Лапласа.

Метод точечных потенциалов (МТП) �
это частный случай метода фундаменталь-
ных решений для краевых задач уравнения
Лапласа. Опишем этот метод.

Рассмотрим задачу Дирихле для уравне-
ния Лапласа:

⇢

�u = 0 в Q,
u|

@Q

= ', ' 2 L2(@Q).
(2.1)

Приближенное решенние задачи методом
точечных потенциалов ищется в виде

uN =

N

X

i=1

cN
i

↵
i

,

где ↵
i

, i = 1, N � первые N функций си-
стемы точечных потенциалов (определение
системы точечных потенциалов приведено
ниже), коэффициенты cN

i

2 R, i = 1, N ,
определяются решением задачи минимиза-
ции функции

F (cN1 , . . . , cN
N

) = k'� u
N

k2
L2(@Q) =

=

�

�

�

�

�

'�
N
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↵
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�
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2
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.

Определение 1. Пусть {z
i

}1
i=1 � счет-

ное подмножество множества Q+. Системой
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точечных потенциалов с базисными точ-
ками {z

i

}1
i=1 называется система функций

↵
i

(x) = E(x� z
i

), i = 1,1.
Для сходимости метода требуется вы-

брать базисные точки {z
i

}1
i=1 выбрать таким

образом, чтобы система точечных потенциа-
лов была полна в L2(@Q).

Существование полных в L2(@Q) систем
точечных потенциалов впервые было пока-
зано еще в работах Купрадзе В.Д., Алексид-
зе М.А. [1,2]. В работах Лежнева В.Г. [3] ис-
следование полноты системы точечных по-
тенциалов получило дальнейшее развитие.
Было показано, что система точечных по-
тенциалов полна в L2(@Q), если множество
базисных точек системы точечных потенци-
алов является множеством единственности
гармонических функций.

В данной работе приведены новые, свя-
занные с понятием множества единственно-
сти потенциала простого слоя, более общие
признаки полноты системы точечных потен-
циалов. В частности, представлены приме-
ры множеств базисных точек, не являющих-
ся множествами единственности гармониче-
ских функций, для которых система точеч-
ных потенциалов полна в L2(@Q). С помо-
щью понятия множества единственности по-
тенциала простого слоя сформулировано и
доказано необходимое и достаточное усло-
вие полноты системы точечных потенциалов,
которое сводит изучение вопроса полноты
системы точечных потенциалов к изучению
геометрии линий уровня потенциала просто-
го слоя.

Приводится ряд простых достаточных
признаков полноты, удобных при численном
решении таких краевых задач, как краевые
задачи для уравнения Россби [4, 5].

3. Потенциал простого слоя (ППС) и
его свойства

В дальнейшем нам понадобятся изложен-
ные ниже определние и свойства потенциала
простого слоя.

Определение 2. Потенциалом просто-
го слоя называется функция вида

V
⇢

(x) =

Z

@Q

⇢(y)E(x� y)dy, (3.1)

где ⇢ 2 L2(@Q) � некоторая функция, на-
зываемая плотностью потенциала простого
слоя.

Напомним известные свойства потенциа-
ла простого слоя [6].

Лемма 1. Потенциал простого слоя
V
⇢

2 C1
(Q) и V

⇢

2 C1
(Q+

). Кроме этого,
V
⇢

� гармоническая функция как в Q, так и
в Q+.

Лемма 2. Потенциал простого слоя V
⇢

непрерывен в R2.

Лемма 3. [6] Справедливы следующие
утверждения:

1. Интеграл

@

@⌫
V
⇢

(x) =

Z

@Q

⇢(y)
@

@⌫
x

E(x� y)dy.

2. Потенциал простого слоя V
⇢

почти для
всех x 2 @Q имеет нормальную производ-

ную извне области Q �
✓

@V
⇢

@⌫

◆

e

и изнутри �
✓

@V
⇢

@⌫

◆

i

.

3. Почти всюду на @Q выполняются ра-
венства

✓

@V
⇢

@⌫

◆

e

=

1

2

⇢+
@

@⌫
V
⇢

, (3.2)
✓

@V
⇢

@⌫

◆

i

= �1

2

⇢+
@

@⌫
V
⇢

. (3.3)

Лемма 4. Пусть ⇢ 2 L2(@Q).
1. Если (⇢,1)

L2(@Q) > 0, то V
⇢

(x) равно-
мерно стремится к +1 при x ! 1.

2. Если (⇢,1)
L2(@Q) < 0, то V

⇢

(x) равно-
мерно стремится к �1 при x ! 1.

3. Если (⇢,1)
L2(@Q) = 0, то V

⇢

(x) равно-
мерно стремится к 0 при x ! 1.

Для доказательства полноты системы то-
чечных потенциалов в L2(@Q) важна следу-
ющая теорема.

Теорема 1. Потенциал простого слоя
V
⇢

⌘ 0 в Q+ тогда и только тогда, когда его
плотность ⇢ ⌘ 0.

Доказательство. Очевидно, что если
⇢ ⌘ 0, то V

⇢

⌘ 0 в Q+. Докажем, что из
V
⇢

⌘ 0 в Q+ следует, что ⇢ ⌘ 0.
В силу того, что V

⇢

⌘ 0 в Q+, имеем
✓

@V
⇢

@⌫

◆

e

⌘ 0 на @Q. Используя лемму 3, по-
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лучим, что всюду на @Q справедливо равен-
ство

1

2

⇢+
@

@⌫
V
⇢

= 0.

Это интегральное уравнение имеет только
тривиальное решение в L2(@Q) [7].

Доказательство завершено. ⇤

4. Множества единственности
потенциала простого слоя

В настоящем разделе рассмотрено поня-
тие множества единственности потенциала
простого слоя, которое является ключевым
при рассмотрении вопроса о полноте систе-
мы точечных потенциалов в L2(@Q).

Определение 3. Множество A ⇢ Q+ бу-
дем называть множеством единственности
потенциала простого слоя (множеством
единственности ППС), если из равенства
V
⇢

(x) = 0 для всех x 2 A следует равенство
V
⇢

(x) = 0 для всех x 2 Q+.
Непосредственно из определения следует,

что два потенциала простого слоя, совпадаю-
щих на множестве единственности ППС, сов-
падают всюду в Q+.

Из теоремы 1 следует справедливость
следующей леммы.

Лемма 5. Потенциал простого слоя
V
⇢

⌘ 0 на множестве единственности ППС
тогда и только тогда, когда его плотность
⇢ ⌘ 0.

Приведем несколько простых утвержде-
ний о множествах единственности потенциа-
ла простого слоя:

1) множества единственности ППС су-
ществуют, так как Q+ является мно-
жеством единственности ППС.

2) в силу непрерывности потенциала
простого слоя в Q+ любое множество,
всюду плотное в некотором множества
единственности ППС является множе-
ством единственности ППС.

3) существуют счетные множества един-
ственности ППС, например, множе-
ство точек Q+ с рациональными ко-
ординатами.

4) в силу аналитичности потенциала про-
стого слоя в Q+ любое открытое под-
множество множества Q+ является
множеством единственности потенци-
ала простого слоя.

Существуют множества, не являющиеся
множествами единственности ППС. Напри-

мер, легко видеть, что любое конечное мно-
жество не является множеством единствен-
ности ППС. Еще одним примером является
множество нулевого уровня ППС V

⇢

N(⇢) =

⇢

x 2 Rn

:

Z

@Q

⇢(y)E(x� y)dy = 0

�

,

⇢ 2 L2(@Q), ⇢ 6= 0.

Множество N(⇢) является замкнутым в си-
лу непрерывности V

⇢

(лемма 2). Более того,
справедлива следующая лемма.

Лемма 6. Множество B ⇢ Q+ являет-
ся множеством единственности ППС тогда и
только тогда, когда оно не содержится в мно-
жестве N(⇢) ни для какой ⇢ 2 L2(@Q), кроме
⇢ ⌘ 0.

Доказательство леммы тривиально.
Интересный пример множества нулевого

уровня ППС дает следующая лемма.
Лемма 7. Пусть Q = {x : |x| < q 6 1/2},

на @Q задана функция ⇢ 2 L2(@Q), принима-
ющая лишь положительные значения. Мно-
жество N(⇢) является гладкой кривой, огра-
ничивающей некоторую область Q1, такую
что ¯Q ⇢ Q1.

Доказательство. Исследуем поведение
ППС V

⇢

на луче, исходящем из точки с ко-
ординатой (q,0) в направлении вектора (1,0):

1) V
⇢

(q,0) < 0, так как ⇢(y) > 0 и
E((q,0)� y) < 0 при y 2 @Q;

2) V
⇢

(2 + q,0) > 0, так как ⇢(y) > 0 и
E((2 + q,0)� y) > 0 при y 2 @Q;

3) @

@x1
V
⇢

(x1,0) > 0 при x1 2 (q,+1),
так как имеют место неравенства

⇢(y) > 0 и
@

@x1
E((x1,0) � y) > 0 при

x1 2 (q,+1) и y 2 @Q;
4) V

⇢

(x1,0) = 0 только в одной точке
x1 2 (q,+1).

Аналогичные рассуждения справедливы
для любого луча, полученного из рассмот-
ренного поворотом вокруг точки (0,0).

Таким образом, доказано существовании
функции

' : [0, 2⇡] ! (q,2 + q),

такой что

N(⇢) = {('(✓) cos(✓),'(✓) sin(✓)) : ✓ 2 [0, 2⇡]}.

Из замкнутости множества N(⇢) следу-
ет непрерывность '. Так как градиент
V
⇢

(x) в точках N(⇢) отличен от нуля,
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по теореме о неявной функции кривая
N(⇢) является гладкой. Рассмотрим область
Q1 = {x : V

⇢

(x) < 0}. Очевидно, что Q1 � ¯Q,
граница Q1 есть в точности N(⇢). Доказа-
тельство завершено. ⇤

5. Полнота в L2(@Q) системы точечных
потенциалов

Понятие множества единственности ППС
тесно связано с полнотой системы точечных
потенциалов, что устанавливается следую-
щей леммой.

Лемма 8. Система точечных потенциа-
лов {↵

i

}1
i=1 полна в L2(@Q) тогда и толь-

ко тогда, когда множество ее базисных то-
чек {z

i

}1
i=1 является множеством единствен-

ности ППС.
Доказательство. Для любой функции

⇢ 2 L2(@Q) выполнены равенства

(⇢,↵
i

)

L2(@Q) =

Z

@Q

⇢(y)E(y � z
i

)dy =

= V
⇢

(z
i

), (5.1)

i = 1,1.

Из равенств (5.1) следует, что функция
⇢ 2 L2(@Q) ортогональна всем функциям
системы {↵

i

}1
i=1 тогда и только тогда, ко-

гда ППС V
⇢

обращается в нуль на множестве
{z

i

}1
i=1.
Рассмотрим два случая: 1) множество ба-

зисных точек {z
i

}1
i=1 является и 2) не явля-

ется множеством единственности ППС.
1. Если множество базисных точек

{z
i

}1
i=1 является множеством единственно-

сти ППС, то, согласно лемме 5, только для
функции ⇢ ⌘ 0 ППС V

⇢

равен нулю на
множестве {z

i

}1
i=1. Следовательно, система

{↵
i

}1
i=1 замкнута и полна в L2(@Q).

2. Если множество базисных точек
{z

i

}1
i=1 не является множеством единствен-

ности ППС, то найдется такая функция
⇢ 2 L2(@Q), отличная от тождественного ну-
ля, что ППС V

⇢

равен нулю на множестве
{z

i

}1
i=1. Следовательно, все функции систе-

мы {↵
i

}1
i=1 ортогональны этой функции ⇢,

т.е. система {↵
i

}1
i=1 не полна в L2(@Q).

Доказательство окончено. ⇤

6. Признаки и примеры множеств
единственности ППС

Лемма 8 сводит вопрос о полноте систе-
мы точечных потенциалов к вопросу о гео-
метрии множеств нулевого уровня ППС и

множеств единственности ППС. Результаты
настоящего параграфа получены с помощью
анализа этой геометрии.

Лемма 9. Пусть Q1 � ограниченная об-
ласть в R2, такая что ¯Q ⇢ Q1. Для любой
точки z0 2 R2 \ ¯Q1 множество @Q1 [ {z0} яв-
ляется множеством единственности ППС.

Доказательство. Предположим против-
ное. Тогда по лемме 6 найдется отличная от
тождественного нуля функция ⇢ 2 L2(@Q),
такая что @Q1 [ {z0} ⇢ N(⇢). Покажем, что
ППС V

⇢

(x) = 0 при x 2 R2 \ ¯Q1.
Если (⇢,1)

L2(@Q) = 0, то V
⇢

(x) равномер-
но стремится к нулю при x ! 1 (лемма
4). Тогда в силу принципа максимума для
гармонической функции ППС V

⇢

(x) = 0 при
x 2 R2 \ ¯Q1.

Если (⇢,1)
L2(@Q) > 0, то V

⇢

(x) равномер-
но стремится к +1 при x ! 1 (лемма 4).
Тогда V

⇢

(x) � 0 при x 2 R2 \ ¯Q1. Гармо-
ническая функция V

⇢

(x) имеет экстремум в
внутренней точке z0 области R2 \ ¯Q1, так как
V
⇢

(z0) = 0. Следовательно, V
⇢

(x) = 0 при
x 2 R2 \ ¯Q1.

Если (⇢,1)
L2(@Q) < 0, то заменой ⇢ на �⇢

получим уже рассмотренный случай.
Так как R2 \ ¯Q1 � множество единствен-

ности ППС, то выполняется равенство ⇢ ⌘ 0.
Противоречие получено. Доказательство за-
вершено. ⇤

Лемма 10. Пусть Q1 � область в R2, та-
кая что ¯Q ⇢ Q1, R2 \ ¯Q1 � непустая область
и @Q1 � неограниченное множество. Множе-
ство @Q1 является множеством единственно-
сти ППС.

Доказательство. Предположим против-
ное, т.е. существует отличная от тождествен-
ного нуля функция ⇢ 2 L2(@Q), такая что
@Q1 ⇢ N(⇢). Заметим, что V

⇢

(x) ! 0 при
x ! 1 по @Q1, следовательно, по лемме
4 ⇢?1 в L2(@Q), а тогда V

⇢

(x) равномер-
но стремится к нулю при x ! 1 уже без
условия принадлежности x поверхности @Q1.
Из принципа максимума для гармонической
функции V

⇢

(x) = 0 для всех x 2 R2 \ ¯Q1.
В силу того, что R2 \ ¯Q1 является множе-
ством единственности ППС, выполняется ра-
венство ⇢ ⌘ 0. Полученное противоречие за-
вершает доказательство леммы. ⇤

Приведем пример множества единствен-
ности ППС, не являющегося множеством
единственности гармонических функций.
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Лемма 11. Пусть L � прямая не пере-
секающая @Q. Тогда любое счетное множе-
ство точек {z

i

}1
i=1 ⇢ L, имеющее предельную

точку z0 (|z0| < +1), является множеством
единственности ППС.

Доказательство. Предположим против-
ное, т.е. существует отличная от тождествен-
ного нуля функция ⇢ 2 L2(@Q), такая что
{z

i

}1
i=1 ⇢ N(⇢). Легко показать, что произ-

водные всех порядков по прямой L потенци-
ала простого слоя V

⇢

в точке z0 обращаются
в ноль. В силу аналитичности V

⇢

в Q+ для
любой точки x 2 L выполняется равенство
V
⇢

(x) = 0. Из предыдущей леммы следует,
что ⇢ ⌘ 0. Получено противоречие. Доказа-
тельство завершено. ⇤

Замечание. Вместо прямой можно было
рассматривать любую аналитическую кри-
вую, разбивающую R2 на две открытые бес-
конечные области, одна из которых содер-
жит ¯Q.

Следствие из леммы 11. Граница лю-
бого выпуклого многогранника содержащего
область Q является множеством единствен-
ности ППС.
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