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Abstract. The problem of the study is a stress-strain state of the elastic layer reinforced on the
surface with longitudinally and transversely arranged plates of finite width.

Boundary problems for such a block structure have not previously been studied analytically due
to the lack of the appropriate mathematical apparatus. In a number of works the object of study
are the cases of reinforcement with longitudinally and transversely directed cylindrical armature.
However, these problems have limited range of application: just as the building constructions,
while the problems studied in this paper have a much wider range of applications. In particular
in the study of underground structures’ strength, where for secure fastening longitudinally and
transversely extended supports are necessary. It is the study with the defectoscopy method of the
state of inaccessible lower support according to the characteristics of the upper support fields. It
is of interest to study the behavior of such a block structure with different locations of armatures
and their different mechanical characteristics. The question of the wave fields excited in such
constructions also has not been studied yet. The study of such problems has been made possible
thanks to the development by the authors of the solution method for integral equations’ systems
with meromorphic symbol.

The paper presents various settings of boundary problems for block structures representing
linearly deformable layer having longitudinally and transversely located surface reinforcing elements
modeled by heterogeneous plates in the form of different sized strips with different mechanical
properties.

Keywords: localization, stress-strain state, factorization, topology, boundary-value problems,
differential equations, exterior forms

Рассматривается задача об исследова-
нии напряженно-деформированного состоя-
ния упругого слоя, армированного по поверх-
ности продольно и поперечными расположен-
ными пластинами конечной ширины. Гранич-
ные задачи для подобной блочной структуры
ранее не исследовались аналитически в свя-

зи с отсутствием соответствующего матема-
тического аппарата. В ряде работ объектом
исследования выступают случаи армирова-
ния материалов цилиндрической арматурой,
продольно-поперечно направленной [1, 2]. Од-
нако эти задачи имеют ограниченный диа-
пазон применения, лишь как строительные
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конструкции, в то время как исследуемые в
настоящей работе задачи имеет гораздо более
широкие возможности использования. В част-
ности, при исследовании прочности подзем-
ных сооружений, где приходится, для надеж-
ности крепления, использовать продольные
и поперечные протяженные опоры, а также
при изучении методом дефектоскопии состо-
яния недоступной нижней опоры по данным
полей верхней опоры, Представляют инте-
рес исследования поведения такой блочной
структуры при различных расположениях ар-
матур и их механических характеристиках.
Не исследован также вопрос о волновых по-
лях, возбуждаемых в подобных конструкци-
ях. Исследование этих задач стало возмож-
ным благодаря разработке метода и реше-
ния систем интегральных уравнений с меро-
морфным символом [3]. В работе приводятся
различные постановки граничных задач для
блочных структур, представляющих линей-
но деформируемый слой, имеющий поверх-
ностные продольно-поперечно расположен-
ные армирующие элементы, моделируемые
разнотипными пластинами в форме полос раз-
ных размеров и с различными механическими
свойствами.

1. Рассмотрим упругий слой толщины 2H ,
на верхнюю и нижнюю границы которого дей-
ствуют гармонические во времени нормаль-
ные напряжения: g3b � на верхнюю границу
и g3d � на нижнюю границу. Введем систе-
му координат, приняв оси x1 и x2 лежащи-
ми в срединной плоскости слоя параллель-
но границам, а ось x3 � перпендикулярно
этой плоскости. Тогда вектор перемещений
u = {u1, u2, u3} в слое выражается соотноше-
нием [4]
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В качестве армирующих элементов примем
пластины Кирхгофа.

Учитывая большой набор различных ва-
риантов как размеров и механических свойств
армирующих элементов, так и условий кон-
такта их со слоем, ограничимся в настоящей
работе случаем вертикальных воздействий
на армирующие элементы и контактом пла-
стин со слоем без трения. Обозначим пласти-
ны индексом b на верхней границе и d- на
нижней. Пусть двумерные области контакта
армирующих элементов на верхней границе
обозначены ⌦

+
b

, а на нижней � ⌦

�
d

. Примем,
что армирующие элементы направлены вдоль
оси x1 на верхней границе слоя и вдоль оси
x2 � на нижней. Тогда уравнение пластины
Кирхгофа при условии контакта без трения
имеет вид
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Для пластин на верхней границе слоя имеем
обозначения с индексом b
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Здесь M
b

и Q
b

� изгибающий момент и пере-
резывающая сила в системе координат x1ox2;
h
b

и h
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� толщины пластин, ! � частота
колебания блочной структуры, ⇢
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ность материала пластины, E

b

� модуль Юн-
га материала пластины, ⌫

b

� коэффициент
Пуассона. Здесь приняты обозначения из [5].
F2 ⌘ F2(↵1,↵2) и F1 ⌘ F1(↵1) � двумерный
и одномерный операторы преобразования Фу-
рье соответственно. Аналогичный вид име-
ют граничные условия на нижнем основании
слоя. Применяя методы работ [6–8] к блоч-
ной структуре, состоящей из слоя и пластин
Кирхгофа, лежащих на верхней и нижней
границах слоя, получаем функциональные

уравнения граничной задачи, которые можно
представить в виде [5]
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И аналогично для нижнего основания
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Внешняя форма для пластин на верхнем ос-
новании имеет вид
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Для прямолинейной границы она принимает
выражение
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На нижнем основании пластины внешние
формы для перпендикулярно расположенной
пластины будут иметь в принятой системе
координат выражение
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Для прямолинейной границы она принимает
выражение
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2. Приведем выражения для псевдодиф-
ференциальных уравнений на правой стороне
пластины с большей координатой второй оси.

Обозначим принадлежащие этой стороне
пластины выражения индексом r, а левой,
с меньшей координатой x2, � индексом
�. Пусть пластина занимает область ⌦
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На левом берегу пластины псевдодиффе-
ренциальные уравнения имеют вид

F�1
1 (⇠1)

*

�
Z

@⌦b�

⇢

i↵21+D
�1
b

M
b�

�D�1
b

Q
b�

�

� (↵2
21+ + ⌫

b

↵2
1)
@u3b�
@x2

+

+ i↵21+
⇥

↵2
21+ + (2� ⌫

b

)↵2
1

⇤

u3b�

�

ei↵1x1dx1+

+

Z

@⌦br

⇢

i↵21+D
�1
b

M
br

�D�1
b

Q
br

�

� (↵2
21+ + ⌫

b

↵2
1)
@u3br
@x2

+

+ i↵21+
⇥

↵2
21+ + (2� ⌫

b

)↵2
1

⇤

u3br

�

⇥

⇥ ei(↵
r
1x

r
1+↵22+cb)dxr1+

+ "53be
i↵22+c1b

⇥

G3b(↵1,↵21+)�

� T3b(↵1,↵21+)
⇤

+

= 0, (11)

F�1
1 (⇠1)

*

�
Z

@⌦b�

⇢

i↵22+D
�1
b

M
b�

�D�1
b

Q
b�

�

� (↵2
22+ + ⌫

b

↵2
1)
@u3b�
@x2

+

8



О системах интегральных уравнений продольно и поперечно армированных плит. . .

+i↵22+
⇥

↵2
22+ + (2� ⌫

b

)↵2
1

⇤

u3b�

�

ei↵1x1dx1+

+

Z

@⌦br

⇢

i↵22+D
�1
b

M
br

�D�1
b

Q
br

�

� (↵2
22+ + ⌫

b

↵2
1)
@u3br
@x2

+

+ i↵22+
⇥

↵2
22+ + (2� ⌫

b

)↵2
1

⇤

u3br

�

⇥

⇥ ei(↵
r
1x

r
1+↵22+cb)dxr1+

+ "53be
i↵22+c1b

⇥

G3b(↵1,↵22+)�

� T3b(↵1,↵22+)
⇤

+

= 0.

Здесь F�1
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ному преобразованию Фурье.
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Аналогичные уравнения строятся на нижнем
основании. Назовем правой стороной пластин
на нижнем основании те стороны, на кото-
рых x1 имеет большее значение в области
⌦

d

(|x2| 6 1, c
d1 6 x2 6 c

d2). С учетом
того, что пластины бесконечно простирают-
ся вдоль оси ox2, псевдодифференциальные
уравнения принимают вид

F�1
1 (⇠1)

*

�
Z

@⌦dr

⇢

i↵11�D
�1
d

M
dr

�D�1
d

Q
dr

�

� (↵2
11� + ⌫

d

↵2
1)
@u3dr
@xr1

+

+ i↵11�
⇥

↵2
11� + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3dr

�

ei↵1x1)dx1+

+

Z

@⌦d�

⇢

i↵11�D
�1
d

M
d�

�D�1
d

Q
d�

�

� (↵2
11� + ⌫

d

↵2
2)
@u3d�
@x�1

+

+ i↵11�
⇥

↵2
11� + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3d�

�

⇥

⇥ ei(↵2x2�↵11�cd)dx2+

+ "53de
�i↵11�cd2

⇥

G3d(↵11�,↵2)�

� T3d(↵11�,↵2)
⇤

+

= 0, (12)

c
d

= c
d2 � c

d1;

F�1
1 (⇠1)

*

�
Z

@⌦dr

⇢

i↵12�D
�1
d

M
dr

�D�1
d

Q
dr

�

� (↵2
12� + ⌫

d

↵2
1)
@u3dr
@xr1

+

+ i↵12�
⇥

↵2
12� + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3dr

�

ei↵1x1)dx1+

+

Z

@⌦d�

⇢

i↵12�D
�1
d

M
d�

�D�1
d

Q
d�

�

� (↵2
12� + ⌫

d

↵2
2)
@u3d�
@x�1

+

+ i↵12�
⇥

↵2
12� + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3d�

�

⇥

⇥ ei(↵2x2�↵12�cd)dx2+

+ "53de
�i↵12�cd2

⇥

G3d(↵12�,↵2)�

� T3d(↵12�,↵2)
⇤

+

= 0.

На левом берегу пластины псевдодифферен-
циальные уравнения имеют вид

F�1
1 (⇠1)

*

�
Z

@⌦d�

⇢

i↵11+D
�1
d

M
d�

�D�1
d

Q
d�

�

� (↵2
11+ + ⌫

d

↵2
2)
@u3d�
@x�1

+

+ i↵11+
⇥

↵2
11+ + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3d�

�

ei↵2x2dx2+

+

Z

@⌦dr

⇢

i↵11+D
�1
d

M
dr

�D�1
d

Q
dr

�

� (↵2
11+ + ⌫

d

↵2
2)
@u3dr
@x1

+

+ i↵11+
⇥

↵2
11+ + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3dr

�

⇥

⇥ ei(↵2x2+↵11+cd)dx2+
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+ "53de
i↵11+cd1

⇥

G3d(↵11+,↵2)�

� T3d(↵11+,↵2)
⇤

+

= 0; (13)

F�1
1 (⇠1)

*

�
Z

@⌦d�

⇢

i↵12+D
�1
d

M
d�

�D�1
d

Q
d�

�

� (↵2
12+ + ⌫

d

↵2
2)
@u3d�
@x�1

+

+ i↵12+
⇥

↵2
12+ + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3d�

�

ei↵2x2dx2+

+

Z

@⌦dr

⇢

i↵12+D
�1
d

M
dr

�D�1
d

Q
dr

�

� (↵2
12+ + ⌫

d

↵2
2)
@u3dr
@x1

+

+ i↵12+
⇥

↵2
12+ + (2� ⌫

d

)↵2
2

⇤

u3dr

�

⇥

⇥ ei(↵2x2+↵12+cd)dx2+

+ "53de
i↵12+cd1

⇥

G3d(↵12+,↵2)�

� T3d(↵12+,↵2)
⇤

+

= 0.

Здесь F�1
1 � обратный оператор к одномер-

ному преобразованию Фурье.
В подынтегральных функциях принято

↵11� = �i
q

(↵2)
2 �p

"
d43,

↵12� = �i
q

(↵2)
2
+

p
"
d43,

↵11+ = i
q

(↵1)
2 �p

"
b43,

↵12+ = i
q

(↵1)
2
+

p
"
d43.

Для каждой из пластин, расположенных на
верхней или нижней границе слоя должны
быть заданы граничные условия, по два на
каждой границе.

Внеся эти граничные условия в псевдо-
дифференциальные уравнения и решив их
относительно незаданных двух граничных
условий, получим полный набор граничных
условий на каждой границе. После этого по-
лученные функции вносятся в правые части
функциональных уравнений (4), (5). Их них

могут быть представлены решения для пла-
стин в следующем виде:

U3b = �R�1
b

(�i↵1b,�i↵2b)⇥

⇥
"

Z

@⌦b

!
b

+ "53bF2(g3b + t3b)

#

,

b = 1, 2, . . . , B
b

,

U3d = �R�1
d

(�i↵1,�i↵2)⇥

⇥
"

Z

@⌦d

!
d

+ "53dF2(g3d + t3d)

#

,

d = 1, 2, . . . , B
d

.

3. Рассмотрим эти соотношения совмест-
но с уравнением для упругого слоя, которое
для случая вертикальных воздействий пла-
стин на слой имеет вид (2).

Последнее можно переписать следующим
образом:

B+(H)G3b(↵1,↵2) +B�(H)G3d(↵1,↵2) =

= �R�1
b

(�i↵1,�i↵2)⇥

⇥
"

Z

@⌦b

!
b

+ "53b(G3b(↵1,↵2)� T3b(↵1,↵2))

#

+

+

Bb+1
X

b=1

U3b(H), b = 1, 2, . . . , B
b

,

B+(�H)G3b(↵1,↵2)+B�(�H)G3d(↵1,↵2) =

= �R�1
d

(�i↵1,�i↵2)⇥

⇥
"

Z

@⌦d

!
d

+ "53d(G3d(↵1,↵2)�T3d(↵1,↵2))

#

+

+

Bd+1
X

d=1

U3d(�H), d = 1, 2, . . . , B
d

.

Собрав в каждом соотношении подобные чле-
ны, полученные выражения можно предста-
вить в виде

Bb
X

b=1

⇥

B+(H) + "53bR
�1
b

(�i↵1,�i↵2)
⇤

⇥

⇥G3b(↵1,↵2) +

Bd
X

d=1

B�(H)G3d(↵1,↵2) =
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= �R�1
b

(�i↵1,�i↵2)⇥

⇥
"

Z

@⌦b

!
b

�"53bT3b(↵1,↵2)

#

+

Bb+1
X

b=1

U3b(H),

b = 1, 2, . . . , B
b

,

Bd
X

d=1

⇥

B�(�H) + "53dR
�1
d

(�i↵1,�i↵2)
⇤

⇥

⇥ (G3d(↵1,↵2) +

Bb
X

b=1

B+(�H)G3b(↵1,↵2) =

= �R�1
d

(�i↵1b,�i↵2b)⇥

⇥
"

Z

@⌦d

!
d

�"53dT3d(↵1,↵2))

#

+

+

Bd+1
X

d=1

U3d(�H),

d = 1, 2, . . . , B
d

,

⇥

B+(H) + "53bR
�1
b

(�i↵1,�i↵2)
⇤

=

= K11b(↵1,↵2),

B�(H) = K12d(↵1,↵2),

⇥

B�(�H) + "53dR
�1
d

(�i↵1,�i↵2)
⇤

=

= K22d(↵1,↵2),

B+(�H) = K21b(↵1,↵2),

�R�1
b

(�i↵1,�i↵2)⇥

⇥
"

Z

@⌦b

!
b

�"53bT3b(↵1,↵2)

#

+

+

Bb+1
X

b=1

U3b(H) = F1m(↵1,↵2),

�R�1
d

(�i↵1,�i↵2)⇥

⇥
"

Z

@⌦d

!
d

�"53dT3d(↵1,↵2))

#

+

+

Bd+1
X

d=1

U3d(�H) = F2n(↵1,↵2),

Bb
X

b=1

ZZ

⌦b

k11b(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)⇥

⇥ g3b(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2+

+

Bd
X

d=1

ZZ

⌦d

k12d(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)⇥

⇥ g3d(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2 = f1m(x1, x2),

|x1| 6 1, c(m�1)b 6 x2 6 c
mb

, 1 6 m 6 B
b

,

Bb
X

b=1

ZZ

⌦b

k21b(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)⇥

⇥ g3b(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2+

+

Bd
X

d=1

ZZ

⌦d

k22d(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)⇥

⇥ g3d(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2 = f2n(x1, x2),

|x2| 6 1, c(n�1)b 6 x1 6 c
nb

, 1 6 n 6 B
d

.

Заметим, что в полученной системе инте-
гральных уравнений внедиагональные члены
имеют ядра, содержащие убывающие экспо-
ненты, в отличии от диагональных. Поэтому
для построения приближенных решений мож-
но применить метод последовательных при-
ближений, взяв за начальный оператор диа-
гональный. Для получения решения в этом
случае можно применить методы, разрабо-
танные в [9]

k
mn

(x1, x2) =

=

1

4⇡2

1
Z

�1

1
Z

�1

K
mn

(↵1,↵2)e
�(x1↵1+x2↵2)d↵1d↵2,

g3b(x1, x2) = F�1
2 (x1, x2)G3b(↵1,↵2),

f
ls

(x1, x2) = P
m

F�1
2 (x1, x2)F

ls

(↵1,↵2),

P
m

=

⇢

1, x1, x2 2 ⌦

m

,

0, x1, x2 /2 ⌦

m

.

Допустим, арматура представляет собой пере-
крестно лежащие полосы пластин Кирхгофа,
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расположенные одинаково на верхней и ниж-
ней границе слоя. Тогда, складывая и вычи-
тая уравнения, получим следующую систему
интегральных уравнений

Bb
X

b=1

ZZ

⌦b

⇥

k11b(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)+

+ k21b(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)
⇤

g3b(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2+

+

Bd
X

d=1

ZZ

⌦d

⇥

k22d(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)+

+ k12d(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)
⇤

g3d(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2 =

= f1m(x1, x2) + f2n(x1, x2),

Bb
X

b=1

ZZ

⌦b

⇥

k11b(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)�

� k21b(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)
⇤

g3b(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2�

�
Bd
X

d=1

ZZ

⌦d

⇥

k22d(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)�

� k12d(x1 � ⇠1, x2 � ⇠2)
⇤

g3d(⇠1, ⇠2)d⇠1d⇠2 =

= f1m(x1, x2)� f2n(x1, x2),

|x1| 6 1, c(m�1)b 6 x2 6 c
mb

, 1 6 m 6 B
b

,

|x2| 6 1, c(n�1)b 6 x1 6 c
nb

, 1 6 n 6 B
d

.

Здесь предполагается, что в случае общих
зон, пластины налагаются друг на друга. В
результате получили систему уравнений с ме-
роморфной матрицей-символом ядра. Иссле-
дование полученных интегральных уравне-
ний с мероморфной матрицей-символом мож-
но производить, используя метод работы [3].
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