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Abstract. Interest in the problems of mechanics of contact interaction of rigid and elastic bodies
determined by their wide applications in construction, seismology and other industries. Features
of the pressure transmission in the contact zone are data of decisive importance when evaluating
the risk of fracture of communication and foundation structures and their elements.

In this article we’ve considered the problem of vibration of a stamp on the surface of the elastic
layer containing a system of vertical rigid inclusions as a model of system base – foundation. The
problem has been reduced to integral equations solvable by the method of fictitious absorption.
We have obtained the characteristics of the stress-strain state of elastic foundation and analyzed
stresses in the contact area of the stamp and base.

The approach presented in this paper allows us to study the effects of vibration loads on the
foundations of various types, including – pile foundations modeled by system of rigid vertical
inclusions, when the fields of stresses and displacements generated by anchor pillars, by interacting
with the main field in the elastic foundation, can either strengthen it or weaken.

Keywords: elastic layer, vertical rigid inclusions, surface load, steady-state oscillations, method
of fictitious absorption

Внимание к задачам механики контакт-
ного взаимодействия жестких и упругих тел
определяется их практическим применени-
ем в сейсмологии, строительстве, инженер-
ных приложениях и т.д. При построении и
реализации моделей взаимодействия фунда-
ментов со средой основания используются
разнообразные подходы [1–3 и др.], при этом
часто используемые прямые численные ме-
тоды не всегда позволяют обнаружить вли-
яние на решение отдельных параметров за-
дачи. В настоящей работе в качестве моде-
ли системы основание–фундамент рассматри-
вается задача об установившихся колебани-
ях упругого слоя под действием поверхност-

ной и вертикально ориентированных внут-
ренних нагрузок. Так как особенности пе-
редачи давления в зоне контакта служат
определяющими данными при оценке рис-
ков разрушения коммуникационных и фун-
даментных сооружений и их элементов, в
работе с помощью полуаналитических мето-
дов получены количественные характеристи-
ки напряженно-деформированного состояния
упругого основания. Полученные результа-
ты могут быть использованы при изучении
деформаций грунта в процессе передачи на-
грузки и т.п.

Описанный подход позволяет исследовать
результаты воздействия вибрационных нагру-
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зок на фундаменты различных типов, в том
числе моделируемые системой жестких вер-
тикальных включений свайные фундаменты,
когда генерируемые анкерными колоннами
поля перемещений и напряжений, взаимодей-
ствуя с основным полем в упругом основании,
могут либо усиливать его, либо ослаблять.

Рассматривается задача об установивших-
ся (с частотой !) колебаниях круглого невесо-
мого жесткого штампа на поверхности упру-
гого слоя, сцепленного с недеформируемым
основанием, в осесимметричной постановке.
Смещения точек среды описываются векто-
ром амплитуд, удовлетворяющим уравнениям
Ляме, в цилиндрической системе координат
u = {u

r

, u
z

}. В области контакта штампа со
средой {r 6 a, z = 0} трение отсутствует. На
штамп радиуса a действует приложенная в
центре вертикальная гармоническая нагруз-
ка P =

�

0, P e�i!t

 

. Распределение контакт-
ных напряжений под штампом, описываемое
функцией q⇤ (r), неизвестно. Кроме того, в
упругом слое толщины h по окружности ра-
диуса r0 расположена система колеблющих-
ся вертикально ориентированных заглублен-
ных включений длины h0, образующих ци-
линдрическую поверхность: r = r0 (r0 > a),
�h0 6 z 6 0. Нагрузка на включениях, рас-
пределенная по глубине, моделируется компо-
нентами заданной локализованной объемной
силы [4, 5].

Формулировка задачи позволяет с помо-
щью подходов работы [4] использовать для
описания вектора перемещений u = {u

r

, u
z

}
представленные в [5, 6] соотношения для за-
дачи о колебаниях системы вертикальных
внутренних источников под действием рас-
пределенной по длине включений нагрузки,
имеющей пространственную локализацию и
моделируемой с помощью дельта-функции
Дирака

X
r

= Re

⇥

f
r

(z) � (r � r0) e
�i!t

⇤

,

X
z

= Re

⇥

f
z

(z) � (r � r0) e
�i!t

⇤

.

Для неизвестного напряжения в области
контакта штампа со средой получено инте-
гральное уравнение Фредгольма первого рода
в виде

a

Z

0

k (r, ⌧) q⇤ (⌧) ⌧d⌧ = u
z

(r,0)�A(r), (1)

0 6 r 6 a,

k (r, ⌧) =

Z

�0

K (↵) J0 (↵r) J0 (↵⌧)↵d↵, (2)

A (r) =

Z

�0

U (↵) J0 (↵r)↵d↵,

K (↵) =
22

4⇢c22
¯

� (↵)

h

�1(↵
2
ch (�1h) sh (�2h)�

� �1�2 sh (�1h) ch (�2h))
i

,

¯

� (↵) = �1�2
�

s2 + ↵4
�

ch (�1h) ch (�2h)�
�↵2

�

s2 + �2
1�

2
2

�

sh (�1h) sh (�2h)�2s↵2�1�2.

Здесь U (↵) � интегральное преобразование
Бесселя от перемещений, вызванных вибра-
цией включений, контур интегрирования �0
выбирается в соответствии с принципом пре-
дельного поглощения [7],

U (↵) =
J0 (↵r0) ¯U (↵)

¯

� (↵)
,

¯U (↵) =

=

r0
4⇢c22
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�1h � s�+

2

⌘
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↵2�1�2 � se�1h��
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⌘

�+
z1 (�h0)�
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s+ e�2h'�
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zk
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Z
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f
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(⇣) e⌥�k⇣d⇣ (k = 1, 2) ,

где

�±
2 = �1�2 ch (�2h)± ↵2

sh (�2h) ,

'±
1 = �1�2 sh (�1h)± ↵2

ch (�1h) ;

�
j

=

q

↵2 � 2
j

, s = ↵2 � 0,522,

2
j

= (!/c
j

)

2
(j = 1, 2) ,


j

� волновое число продольной (j = 1) или
поперечной (j = 2) волны, c1 =

p

(�+ 2µ)/⇢,
c2 =

p

µ/⇢, �, µ � коэффициенты Ляме, ⇢ �
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плотность упругого слоя; J0 � функция Бес-
селя первого рода.

Для построения решения интегрального
уравнения (1) используется вспомогательное
уравнение

a

Z

0

k (r, ⌧) q
⌘

(⌧) ⌧d⌧ = J0 (⌘r), (3)

0 6 ⌧ 6 a,

с ядром (2), решение которого строится ме-
тодом фиктивного поглощения [7, 8].

Свойства функции символа ядра K (↵)
определяются типом упругой среды, для слу-
чая упругого слоя она обладает следующи-
ми свойствами. K (↵) является мероморф-
ной функцией в комплексной плоскости, чет-
ным образом зависит от параметра ↵. На
вещественной оси у нее может быть конеч-
ное число вещественных полюсов p

k

и нулей
z
k

(k = 1, N). Кроме того, функция K (↵)
имеет счетное множество комплексных z

k

,
p
k

(k = N + 1,1), сгущающихся в содержа-
щих мнимую ось секторах малых углов [7, 8].
Функция K (↵) = C |↵|�1 ⇥

1 +O
�

↵�1
�⇤

при
|↵| ! 1.

Согласно схеме метода фиктивного погло-
щения, функция K (↵) представляется как
K (↵) = K0 (↵)⇧ (↵). Выбор функции K0 (↵)
обусловлен асимптотическим поведением сим-
вола ядра, а также возможностью ее непо-
средственной факторизации. Функция ⇧ (↵)
приближается рациональной функцией

⇧ (↵) ⌘ ⇧ (↵, N) =

N

Y

k=1

�

↵2 � z2
k

� �

↵2 � p2
k

��1
,

где ±z
k

� нули, ±p
k

� полюса функции K (↵).
Функция ⇧ (↵, N) = 1+O

�

↵�1
�

при |↵| ! 1.
При этом вводится новая неизвестная

функция p соотношением

q
⌘

(r) = p (r) + � (r) , 0 6 r 6 a,

где искомая q
⌘

(r) содержит функцию �,
включающую неизвестные константы, такую,
что выполняется равенство

Q (p
m

) = � (p
m

) , m = 1, n. (4)

Здесь p
m

� полюса функции ⇧ (↵), лежащие
выше контура �0, Q (↵), � (↵) � преобразо-

вания Бесселя функций q (r) и � (r) соответ-
ственно

Q (↵) =

a

Z

0

q (r) J0 (↵r)rdr,

� (↵) =

a

Z

0

� (r) J0 (↵r)rdr.

Следуя схеме метода фиктивного поглощения,
при построении � (r) можно использовать лю-
бую полную систему линейно независимых
функций. В качестве таких функций мож-
но выбрать производные от дельта-функций
Дирака с носителем в точке a, поскольку в ре-
зультирующей формуле введенная функция
� (r) стоит под интегральными операторами.

В отличие от использованного в [8] ва-
рианта, в качестве � (r) выбрана следующая
функция:

� (r) =
N

X

k=1

C
k

G
k

(L) � (r � a),

L = �
✓

1

r

d
dr

✓

r
d
dr

◆◆

,

где G
k

�

↵2
�

имеют вид

G
k

�

↵2
�

=

�

↵2 � p21
�

. . .

. . .
�

↵2 � p2
k�1

� �

↵2 � p2
k+1

�

. . .
�

↵2 � p2
N

�

,

C
k

� неизвестные константы, требующие
определения.

Так как p (r) 2 L
p

(0, a), p > 1, и имеет
носитель на отрезке [0, a], функция

t (r) =

Z

�0

⇧ (↵)P (↵) J0 (↵r)↵d↵,

где P (↵) =
a

R

0
p (r) J0 (↵r)rdr, обладает таки-

ми же свойствами в силу выполнения условий
(4) [7].

Подставив выражение для q
⌘

(r) в (3) и
воспользовавшись представлением символа
ядра K (↵) = K0 (↵)⇧ (↵), получим уравне-
ние относительно t (r) с неосцилирующим яд-
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ром

a

Z

0

k0 (r, ⌧) t (⌧) ⌧d⌧ = J0 (⌘r)�

�
N

X

k=1

a

Z

0

k (r, ⌧)C
k

G
k

(L
N

) � (⌧ � a) ⌧d⌧ , (5)

k0 (r, ⌧) =

1
Z

0

K0 (↵) J0 (↵r) J0 (↵⌧)↵d↵.

В работах [7, 8] приведено приближен-
ное решение (5) с правой частью J0(⌘r),
построенное методами решения задач
для среды с сильным поглощением для
K0 (↵) =

�

↵2
+B2

��1/2. Это приближенное
решение использовано для построения реше-
ния (3).

В результате применения метода фик-
тивного поглощения решение интегрально-
го уравнения (3) с правой частью J0 (⌘r),
Im ⌘ = 0, ⌘ > 0, с точностью до постоян-
ного множителя, описывающего поведение
функции K (↵) на бесконечности, примет вид

q
⌘

(r) = J0 (⌘r)K
�1

(⌘) +
i⇡a

2

K�1
0 ⇥

⇥
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X
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l
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l
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�
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l
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l

, p
k
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✓
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+
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r
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�
l
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◆

+
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

i
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e�B(a�r)

p
a2 � r2

�

� a⇡
p
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2
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�
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l

r)H1
0 (zla)

�

⇥

⇥
N

X

k=1

g
kp

B � ip
k

H1
0 (pka).

Здесь использованы обозначения [8]:

K0 (↵) =
�

↵2
+B2

��1/2
, " = 1/B, B � 1,

G1 (⌘, z) =
⇥

⌘J
n+1 (⌘a)H

1
n

(za)�

� zJ
n

(⌘a)H1
n+1 (za)

⇤ �

⌘2 � z2
��1

,

G2 (z, p) =
⇥

pH1
n+1 (pa)H

1
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(za)�

� zH1
n

(pa)H1
n+1 (za)

⇤ �

z2 � p2
��1

,

b (⌘) =

r

a

2⇡

h

H1
0 (⌘a)

p

B + i⌘+

+H2
0 (⌘a)

p
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i

,

где

�
l

=

N
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�

z2
l

� p2
k

�

N

Y

k=1, k 6=l

�

z2
l

� z2
k

�

,

Hj

0 � функции Ханкеля (j = 1,2).
Введенные g

k

включают в себя неизвест-
ные константы следующим образом:

g
k

= aC
k

E
N

(p
k

) J0 (ap
k

) ,

E
N

(↵) =
N

Y

k=1

�

↵2 � z2
k

�

.

Алгебраическая система для их определения
может быть представлена в виде

N

X
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g
k
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⇣

p
k

H1
1 (apk) J0 (a↵)�

� ↵H1
0 (apk) J1 (a↵)

⌘
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↵2 � p2
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��1�
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k
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H1
0 (apk) J0 (a↵)

#

=

=

2
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⌘J1 (a⌘) J0 (a↵)�

� ↵J1 (a↵) J0 (a⌘)
i

� 2

i⇡

r

2"

a
J0 (a↵) b (⌘) ,

↵ = z
l

, l = 1, N.

Точность применяемого метода решения ин-
тегральных уравнений, основанного на фак-
торизации, зависит от степени деформации
контуров интегрирования и связана со значе-
нием параметра B. Чем больше значение B,
тем меньший порядок имеют отбрасываемые
члены [7, 8]. В расчетах положено B = 10.
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С помощью решения для единичной пра-
вой части q1 (r) = q

⌘

(r), ⌘ = 0, построено
выражение для напряжений под штампом,
создаваемых заглубленными включениями

q2 (r) = �⇡i
m

X

k=1

✓

¯U (⇣
k

)

¯

�

0
(⇣

k

)

q1 (r)⇥

⇥ J0 (⇣
k

r) ⇣
k

H(1)
0 (⇣

k

r0)

◆

,

где ⇣
k

определяются из решения уравнения
¯

� (↵) = 0.
В силу линейности постановки решение

исходной задачи представляется в виде сум-
мы

q⇤ (r) = q1 (r) + q2 (r) .

Численные расчеты проводились для слу-
чая единичной амплитуды смещения штампа
(u

z

(r,0) = 1) и единичной нагрузки на вклю-
чениях, противоположной ему по направле-
нию. В формулах ! � безразмерная частота,
определяемая соотношением ⌫ = 2⇡⌫l0/c0,
где ⌫ � частота (Гц), l0 = 1 м, c0 = 10

3 м/с.
Для описания распределения нагрузки на

включениях использовалась линейная функ-
ция

f
z

(z) = kz + b, (6)

где k =

b(1�"1)
h0

, b =

2
h0(1+"1)

, z 2 (0,�h0).
Также была использована функция, описы-
вающая напряжения на жестком включении,
полученная при решении интегрального урав-
нения контактной задачи, вида

f
z

(z) = "2 (h0 + z)+

+ ez�h0
+

1p
�z

+

1p
z + h0

, (7)

z 2 (0,�h0) .

Характер распределения напряжений под
штампом определяется совокупностью пара-
метров системы: размеров источников, вида
распределения нагрузки на включениях и ча-
стоты колебаний (рис. 1, 2).

На рис. 1 приведены графики действи-
тельной части q1 (r) (a) и q2 (r) (б), иллю-
стрирующие зависимость величины контакт-
ных напряжений, создаваемых соответствен-
но штампом и включениями, от частоты ко-
лебаний. На низких частотах вид функции
распределения нагрузки на включениях не

оказывает сколько-нибудь значимого влия-
ния на характер напряжений под штампом и
их величину.

На рис. 2а представлены распределения
контактных напряжений под штампом при
различных его размерах.

На рис. 2б, 3а приведены графики дей-
ствительной части напряжений q2 (r) для раз-
личных значений (2б) и длины включений
(3а). Наличие смены знака создаваемых штам-
пом и включениями контактных напряжений
определяется размерами источников.

Для функции распределения нагрузки на
включениях, определяемой по формуле (3)
("2 = 0; 0,5; 1) и для функции вида (4)
("1 = 0; 0,5; 1) величина напряжений под
штампом меняется незначительно (рис. 2б).

В зависимости от значений указанных па-
раметров вертикальные включения могут как
ослаблять, так и усиливать напряжения в об-
ласти контакта штампа с основанием (рис. 4).
На рисунке мелкий пунктир соответствует
распределению возникающих в слое контакт-
ных напряжений для единичной амплитуды
колебаний q1 (r), крупный пунктир � созда-
ваемых заглубленными источниками напря-
жений q2 (r), сплошная линия � общему рас-
пределению напряжений q⇤ (r) под штампом.

Полученные результаты позволяют сде-
лать вывод, что вертикально ориентирован-
ные включения на низких частотах не ока-
зывают существенного влияния на характер
напряжений. Выбор функции распределения
нагрузки в данном диапазоне частот также
незначительно влияет на величину и харак-
тер возникающих под штампом напряжений.

Таким образом, построено решение задачи
о вибрации упругого слоя, жестко сцепленно-
го с недеформируемым основанием, возбуж-
даемого совокупностью вертикальных вклю-
чений и поверхностной нагрузкой, позволяю-
щее изучить закономерности распределения
возникающих в упругом основании контакт-
ных напряжений. Исследовано влияния внут-
ренних нагрузок на напряжения в области
контакта штампа с деформируемой средой.

Представленный метод решения задачи
для однородного упругого слоя может быть
обобщен для пакета слоев, а также основания
с дефектами типа плоских трещин и включе-
ний, расположенных в параллельных плоско-
стях [9, 10].
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а) б)

Рис. 1. ⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с; (а): a = 2 м; (б): r0 = 2 м,
h0 = 10 м, "1 = 1

а) б)

Рис. 2. ⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с, ⌫ = 4,0 Гц; (б): r0 = 2 м,
"2 = 1

а) б)

Рис. 3. ⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с, ⌫ = 4,0 Гц, h0 = 10 м; (а):
"2 = 1; (б): r0 = 2 м
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Рис. 4. ⌫ = 4,0 Гц, ⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с, a = 2 м,
r0 = 2 м, h0 = 10 м, "2 = 1
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