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Abstract. The classification problem for knowledge representation formalisms is considered. It
is based on invariants of knowledge composition operation and relation of knowledge inclusion.
The variety of applied knowledge formalisms uses the specified invariants implicitly. Multiple
specifications of composition and inclusion for almost all such formalisms may take place. That
fact implies possibility of formal systems with different semantic properties and computational
complexity of different knowledge processing algorithms. Therefore the recognized empirical
classification of formalisms based on sets of rules semantic networks, and logical formulaes doesn’t
imply productive classification of the formal systems for simulating the content of a given subject
area knowledge space. Every formalism, that is included into formalism with sets as form of
knowledge presentation and sets’ union and inclusion for knowledge composition and inclusion, is
called a set-theoretic knowledge presentation formalisms. Set-theoretic formalisms are simpler
than formalisms of rule based systems and formalism of learning spaces. The finite system of
axioms that characterize class of set-theoretic formalism is introduced. The example of formalism
with non-commutative operation of composition of knowledge representations is proposed. Such
formalism isn’t comparable with set-theoretic formalisms. Therefore set-theoretic formalisms
aren’t minimal in knowledge representation formalisms inclusion. The adaptations of inference
rules for set-theoretic knowledge formalisms are defined. These rules realize deductive process on
systems of knowledge represented by sets.
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Введение

Формализмы представления знаний � это
специальный класс математических систем.
Они основаны на универсальных инвариан-
тах, уточнение и развитие которых позволя-
ет создавать унифицированные описания из-
вестных и возможных подходов к моделиро-
ванию знаний [1]. Важность таких форма-
лизмов обусловлена актуальностью развития
технологий, связанных с разработкой логико-
математических инструментов для исследо-
вания содержания областей знаний, создания
и применения интеллектуальных систем, ис-
пользующих разные форматы представления
знаний.

Существующее семейство формализмов
представления знаний развивается в значи-
тельной мере индуктивно. В указанном семей-
стве находят отражение разнообразные эмпи-

рические представления о знаниях и интел-
лектуальной деятельности. Само семейство
является разнородным и трудно обозримым.

Практический опыт построения и приме-
нения интеллектуальных систем поддержива-
ет концепцию о желательности использова-
ния форматов представления знаний, близких
предметным экспертам.

Теоретическую базу области искусствен-
ного интеллекта составляет описание нефор-
мальных порождающих принципов для про-
цессов моделирования областей знаний. В
частности, существуют принципиальные огра-
ничения для использования универсальных
математических моделей в качестве основы
интеллектуальных технологий. Такие огра-
ничения делают необходимым специальное
исследование инструментария, который мо-
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жет составить основу математической теории
интеллектуальных систем.

1. Формализмы представления знаний

Формализмы представления знаний осно-
ваны на многообразиях структурированных
объектов. Каждый объект интерпретируется
как представление отдельного знания.

Существенное отличие множеств таких
объектов от баз знаний прикладных интел-
лектуальных систем связано с требованием
замкнутости абстрактных операций, моде-
лирующих содержательные преобразования
знаний в интеллектуальных системах. Кон-
кретные интеллектуальные системы обычно
оперируют конечными фрагментами таких
многообразий, составляющими базы знаний.
Фрагменты реализуются едиными связными
семантическими представлениями содержа-
ния областей знаний, обрабатываемыми со-
гласованными с ними алгоритмами анали-
за, структуризации и трансформации знаний.
Базовое уточнение понятия формализма зна-
ний связано с конструктами структур знаний.
Компоненты математических систем, модели-
рующие другие аспекты интеллектуальных
систем, используют указанные конструкты.

Формализмом представления знаний на-
зывается четвёрка

= = (M=,DM= , �,�),

где M=(DM=) � разрешимое множество пред-
ставлений знаний (фрагментов знаний) и
� : D

M= ⇥D
M= ! D

M= � вычислимая опе-
рация композиции, а � � разрешимое отно-
шение вложения на D

M= ⇥D
M= .

Здесь M= является подмножеством D
M=

и содержит специальный элемент ⇤, интер-
претируемый как �пустое� знание.

Операция композиции определяет схе-
му конструирования представлений сложных
знаний. Выбор двуместной операции в каче-
стве композиции знаний объясняется стремле-
нием к соблюдению алгебраической традиции.
При этом применение двуместной операции
композиции не всегда удобно для составления
знаний из знаний в конкретных формализмах.
Например, при связывании двух конкретных
знаний в семантическую структуру дополни-
тельно требуется уточнять выполняющееся
между ними отношение. Также допускается
многозначность вариантов соединения пар
объектов, представляющих отдельные зна-
ния [2]. Достаточность бинарной операции

композиции может быть обеспечена с помо-
щью расширений множеств объектов, пред-
ставляющих знания во множества фрагмен-
тов представлений знаний.

Структура фрагментов и операция ком-
позиции фрагментов определяется так, что-
бы преодолеть отмеченную неоднозначность.
Поэтому в математических системах форма-
лизмов знаний используется расширение мно-
жества M= на множество фрагментов пред-
ставлений знаний. Фрагментами знаний явля-
ются отдельные знания, а также части пред-
ставлений знаний, получаемые из последних
удалением вхождений отдельных знаний. Та-
кая интерпретация фрагментов позволяет мо-
делировать процессы составления знаний из
фрагментов. Операция композиции является
существенным конструктом всякого форма-
лизма [3]. С её помощью может быть опреде-
лена алгебраическая структура произвольно-
го фрагмента знаний. Отношением вложения
✓ реализуется сравнение фрагментов знаний,
связанное с их семантической структурой.

В получивших распространение подходах
к представлению знаний инварианты компо-
зиции и вложения фрагментов знаний, как
правило, задаются неявно. Они используют-
ся при исследовании свойств моделей или
в алгоритмах обработки знаний, решающих
различные профессиональные задачи.

Отличающиеся уточнения инвариантов
композиции и вложения для одного и того же
подхода к моделированию знаний приводят
к созданию близких формализмов знаний с
разными свойствами. Например, для продук-
ционных формализмов с реализацией опера-
ции композиции, конструирующей семейства
продукций в форме множеств и �И –ИЛИ�
графов, такие формализмы существенно раз-
личаются реализациями алгоритмов прямого
вывода в них.

Если структурная организация продукци-
онной базы знаний основана на множестве
продукций, то вычислительная сложность
указанного алгоритма является квадратич-
ной. Если же основным форматом представ-
ления баз продукционных знаний являются
�И –ИЛИ� графы, то существует алгоритм,
реализующий схему прямого вывода, вычис-
лительная сложность которого линейная.

Уточнение понятия формализма знаний
определяет широкий класс математических
систем, в которых не отражаются многие
важные аспекты интеллектуальных систем.
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Свойства математических систем, являющих-
ся формализациями разных подходов к моде-
лированию знаний, можно задавать, исполь-
зуя для этого дополнительные универсальные
представления о знаниях и интеллектуаль-
ных системах. Дополнительные представле-
ния уточняются с использованием специаль-
ных конструктов.

Моделирование аналогов фундаменталь-
ных свойств знаний затруднено возможно-
стью построения примеров формализмов, для
которых такие свойства не имеют места или
возможны при выполнении дополнительных
условий [2]. Последнее связано с тем, что об-
щими инвариантами операции композиции и
отношения вложения представлений знаний
сложно представить все значимые аспекты
систем знаний. Например, коммутативность
операции композиции, моделирующей допол-
нение одного знания со связанным с ним фраг-
ментом другого знания, не имеет места для
формализма иерархических семантических
сетей [4].

Существует пример формализации клас-
са иерархических семантических сетей, с не
ассоциативной операцией композиции. Если
операция композиции фрагментов знаний ре-
ализует концепцию интеграции содержания
знаний фрагментов, к которым применяется
эта операция, то естественны дополнитель-
ные требования 8 z 2 D

M

(z � ⇤ = ⇤ � z) или
8 z 2 D

M

(z � z = z).
Формализм =1 алгебраически вклады-

вается в формализм =2 (обозначается
как =1 vA =2), если существует та-
кое вычислимое инъективное отображение
⇠ : D

M1 ! D
M2 , что

8C1, C2 2 D
M1(⇠(C1 � C2) = ⇠(C1) � ⇠(C2)).

Формализм =1 алгебраически вклады-
вается в формализм =2 (обозначается
как =1 v

S

=2), если существует та-
кое вычислимое инъективное отображение
⇠ : D

M1 ! D
M2 , что

8 a, b 2 D
M1(a � b ! ⇠(a) � ⇠(b)).

Формализм =1 вкладывается в форма-
лизм =2 (обозначается как =1 v =2), если
существует такое вычислимое инъективное
отображение ⇠ : D

M1 ! D
M2 , что

=1 vA =2 и =1 vS

=2.

Если =1 v =2 и =2 v =1, то =1 и =2 назы-
ваются эквивалентными. Отношение вложе-
ния формализмов знаний позволяет сравни-
вать выразительные возможности произволь-
ных подходов к формализованному представ-
лению знаний. Такое сравнение основывается
на сопоставлении структурных инвариантов
композиции и вложения фрагментов знаний.
В частности для формализмов, представля-
ющих модели атомарных продукционных си-
стем, образовательных пространств, дескрип-
ционных логик, абстрактных пространств
знаний и иерархических семантических сетей
справедливы только такие вложения, кото-
рые согласованы с порядком перечисления
моделей.

Изменение определения семантического
вложения заменой используемого свойства на
8 a, b 2 D

M1(a � b $ ⇠(a) � ⇠(b)) задаёт усло-
вие сильного семантического вложения. Ему
соответствует такая характеристика вложе-
ние формализмов, для которой имеет место
изоморфизм вложенного формализма и фраг-
мента того формализма, в который выполня-
ется вложение. Если формализм =1 сильно
вложен в формализм =2, то он эквивалентен
сужению =2 на множество ⇠(D

M1).
Если операция композиции фрагментов

знаний реализует содержательную концеп-
цию интеграции содержания фрагментов зна-
ний, к которым применяется эта операция, то
естественны дополнительные требования

8 z1 2 D
M

(z1 � ⇤ = ⇤ � z) и

8z1 2 D
M

(z1 � z1 = z1).

Ассоциативность и коммутативность опе-
рации композиции не относится к обяза-
тельным свойствам формализмов представле-
ния знаний. Существует формализация для
иерархических семантических сетей с неассо-
циативной операцией композиции [3].

Рассмотрим пример формализма, для ко-
торого указанная операция не коммутативна.

Пусть = = (M,D
M

, �,�) � формализм,
где M = D

M

� множество представлений
знаний с помощью ориентированных графов.

Множество V � вершин произвольного
такого графа G = (V, U) разбивается на два
подмножества V1 и V2, для которых выполня-
ется условие

8u 2 U(u = (a, b) ! a 2 V1 & b 2 V2).
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Операция композиции реализует дополнение
первого графа z0

= (V 0, U 0
), где V 0 разбивает-

ся на множества V 0
1 и V 0

2 , элементами второго
графа z00

= (V 00, U 00
), где V 00 разбивается на

множества V 00
1 и V 00

2 . Эта операция определя-
ется соотношением

z0 � z00
= (V 0, U 0 [ {(a, b)|a 2 V 0

1 &

& b 2 V 0
2 & (a, b) 2 U 00}).

То есть, композиция дополняет множество
рёбер первого графа новыми рёбрами между
его вершинами, содержащимися во втором
графе. Если каждый из графов z0 и z00 содер-
жит ребро, которое не соединяет вершины
разных множеств разбиения вершин другого
графа, то z0 � z00 6= z00 � z0.

Заметим, что неассоциативная и неком-
мутативная операции композиции в приве-
дённых формализмах естественным образом
моделируют схемы интеграции и пополнения
знаний, актуальные для любых интеллекту-
альных систем.

2. Теоретико-множественные
формализмы

Определение. Формализм знаний

= = (M,D
M

, �,�)

называется теоретико-множественным фор-
мализмом, если существует такой формализм
= = (M,D

M

,[,✓), для которого M = D
M

,
элементами M являются множества, а [ �
операция объединения и ✓ � отношение вло-
жения множеств, в который вложен =.

То есть образы представлений отдельных
знаний в теоретико-множественных форма-
лизмах � это конкретные множества. Тогда
содержание знаний для таких формализмов
представляется только совокупностями эле-
ментов соответствующих множеств. При от-
сутствии дополнительных предположений о
свойствах элементов множеств отдельные эле-
менты представлений знаний интерпретиру-
ются как конкретные неделимые факты, а
отдельные знания задаются семействами не
связанных между собой фактов.

Рассмотрим задачу нахождения системы
свойств формализмов, достаточной для суще-
ствования вложения соответствующих фор-
мализмов в теоретико-множественные фор-
мализмы. Рассмотрим специальное семейство
свойств S1–S6. Такие свойства выполняются

для всякого формализма представления зна-
ний, в котором фрагменты знаний � это от-
дельные множества, а операция композиции
и отношение вложения � это объединение и
вложение множеств соответственно.

Ассоциативность и коммутативность
операции композиции

S1 8 z1, z2, z3 2 D
M

(z1 � (z2 � z3) =

= (z1 � z2) � z3).

S2 8 z1, z2 2 D
M

(z1 � z2 = z2 � z1).

Монотонность операции композиции

S3 8 z1, z2 2 D
M

(z1 � z2 = z3 ! z1 ✓ z3).

S4 8 z1, z2 2 D
M

(z1 ✓ z2 ! z1 � z2 = z2).

Полнота вложения относительно ком-
позиции

S5 8 z1, z2 2 D
M

(z1 ⇢ z2 !
! 9 z3 2 D

M

(z1 6⇢ z3 & z1 � z3 = z3)).

Отсутствие синергетического эффекта
для операции композиции

S6 8 z1, z2, z3 2 D
M

(z1 ✓ z3 &

& z2 ✓ z3 ! z1 � z2 ✓ z3).

Для доказательства характеристического
свойства теоретико-множественных форма-
лизмов представления знаний потребуются
дополнительные свойства формализмов, для
которых выполнены условия S1–S6.

Лемма 1. Если для формализма
= = (M,D

M

, �,✓) являются истинными со-
отношения S1–S6, то отношение ✓ � транзи-
тивное.

Доказательство. Покажем, что для ус-
ловий теоремы оказывается справедливым
утверждение

8 z1, z2, z3 2 D
M

(z1 ✓ z2 &

& z2 ✓ z3 ! z1 ✓ z3).

Пусть для z1, z2, z3 выполнено условие
z1 ✓ z2 & z2 ✓ z3. Тогда из S5 и S2 следует,
что

9 z0
(z1 � z0

= z2) и 9 z00
(z2 � z00

= z3).

Поэтому
(z1 � z0

) � z00
= z3.
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Значит, на основании S1 можно утверждать,
что

z1 � (z0 � z00
) = z3.

Последнее означает справедливость вложе-
ния z1 ✓ z3. ⇤

Лемма 2. Пусть выполнены соотношения
S1–S6, тогда из z1 ✓ z2 и z2 ✓ z1 следует,
что z1 = z2.

Доказательство. Пусть z1 ✓ z2. Тогда

9 z0 2 D
M

(z1 � z0
= z2).

Поэтому z1 � z2 = z1 � (z1 � z0
). Тогда

z2 = z1 � z0
= (z1 � z1) � z0

=

= z1 � (z1 � z0
) = z1 � z2.

То есть z1�z2 = z2. Поменяв z1 и z2 местами
в приведённом рассуждении, можно доказать,
что z1 �z2 = z1. Из этого следует истинность
утверждения леммы. ⇤

Из соотношений S1–S6 следует ещё одно
соотношение, выполняющееся для формализ-
мов, в которых множества знаний и их фраг-
ментов совпадают, а знания представляются
множествами. В таких формализмах опера-
ции композиции фрагментов, вложенных в
другие фрагменты, сохраняют свойство вло-
женности фрагментов.

Лемма 3. 8 z1, z2, z3, z4 2 D
M

(z1 ✓ z3 &

& z2 ✓ z4 ! z1 � z2 ✓ z3 � z4).
Доказательство. Пусть для фрагментов

z1, z2, z3, z4 выполнены условия z1 ✓ z3 и
z2 ✓ z4. Тогда из S2 и S4 следует, что

z1 � z3 � z2 � z4 = z1 � z2 � z3 � z4 = z3 � z4.

Поэтому
z1 ✓ z3 & z2 ✓ z4 ! z1 � z2 ✓ z3 � z4. ⇤

Лемма 4. Если z1 � z2 = z3, то

8 z4(z1 ✓ z4 & z4 ✓ z3 ! z4 � z2 = z3).

Доказательство. Пусть для фрагмен-
тов знаний z1, z2, z3 выполнены условия
z1 � z2 = z3 и z1 ✓ z4, z4 ✓ z3. Тогда из
S6 следует, что z1 � z4 ✓ z1 � z3. Поэтому
z1 � z2 ✓ z3. Кроме того, z1 � z2 ✓ z4 � z2,
где z1 � z2 = z3 влечёт z1 = z1 � z2 ✓ z4 � z2.
Поэтому на основании леммы 2 можно утвер-
ждать, что z4 � z2 = z3. ⇤

Лемма 5. Если z1� z2, z2� z1 и
z1 � z2 = z3, то

8 z4(z1 � z4 & z2 � z4 ! z3 � z4).

Доказательство. Пусть для фрагмен-
тов z1, z2, z3 выполнены условия дока-
зываемой леммы. Предположим противное.
Пусть существует такой фрагмент z4, что
z1 � z4 & z2 � z4, для которого z4 � z3и
z3 6= z4. Тогда из леммы 4 следует, что
z4 �z2 = z3. Кроме того, z4 �z1 = z3. Поэтому
z3 = z4. Последнее противоречит предполо-
жению о свойствах фрагмента z4. ⇤

Таким образом, композиция двух фраг-
ментов представлений знаний, не сравнимых
в отношении вложения, является наимень-
шим в этом отношении среди фрагментов, в
которые вложены оба фрагмента.

3. Характеристическое свойство
теоретико-множественных

формализмов

Теорема. Если для формализма = вы-
полняются соотношения S1–S6, то = является
теоретико-множественным формализмом.

Доказательство. Пусть

= = (M,D
M

, �,�)

� это формализм представления знаний, для
которого выполняются условия S1–S6. Пусть
D

M

= {z0, . . . , zi

, . . .}. Определим вычисли-
мое семейство разрешимых множеств, состав-
ляющих теоретико-множественный форма-
лизм знаний S = (D

S

, D
S

,[,✓), и вычисли-
мое инъективное отображение ⇠ : D

M

! D
S

,
для которого выполняется условие вложения
= v S. Алгоритм определения отображения
⇠ работает по шагам, так что на шаге с но-
мером k определены фрагменты значений
⇠(z0), . . . , ⇠(z

k

). В общем случае каждое зна-
чение ⇠(z

i

) вычисляется за бесконечное число
шагов, постепенно дополняясь новыми фраг-
ментами. Корректность приводимого ниже
алгоритма основана на свойствах формализ-
ма =, доказанных в леммах 1–5.

Обозначим как Q = {a0, . . . , ai, . . .} беско-
нечное вычислимое множество. Из элемен-
тов этого множества составляются множе-
ства ⇠(z

i

), i = 0, 1, 2, . . .. На каждом шаге
определения ⇠ из Q выбираются новые эле-
менты в порядке возрастания индексов, ко-
торые добавляются во множества ⇠(z

i

), где i
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не превосходит значения номера шага. Значе-
ние отображения ⇠, определённого после шага
k, инъективно для построенных фрагментов
множеств ⇠(z

i

), i = 0, 1, 2, . . . , k.
Шаг 0. Возьмём фрагмент z0. Включим в

⇠(z0) элемент a0. Количество элементов мно-
жества Q, использованных после шага с но-
мером k, обозначим как t

k

.
Пусть выполнены k шагов работы ал-

горитма. Определены фрагменты значений
⇠(z0), . . . , ⇠(z

k

), для которых выполняются
соотношения

8 i, j 2 {0, . . . , k}(i 6= j ! ⇠(z
i

) 6= ⇠(z
j

));

8 i, j 2 {0, . . . , k}(z
i

� z
j

! ⇠(z
i

) ✓ ⇠(z
j

));

8 i, j, l 2 {0, . . . , k}(z
i

� z
j

= z
l

!
! ⇠(z

i

) [ ⇠(z
j

) = ⇠(z
l

)).

Шаг k + 1. Возьмём z
k+1. Включим в

⇠(z
k+1) элемент a

tk+1. Определим множества

1. M0 = {z
j

| j 6 k & z
k+1 � z

j

&

& z
k+1 6= z

j

};

2. M1 = {z
j

| j 6 k & z
j

� z
k+1 &

& z
k+1 6= z

j

};

К построенному фрагменту значения ⇠(z
k+1)

добавим множество [
zi2M1

⇠(z
i

).

Дополним значения ⇠(z
i

), где z
i

2 M0,
включив в каждое такое множество элемент
a
tk+1. Обозначим как G диаграмму отноше-

ния порядка � на множестве {z1, . . . , z
k+1}.

Ориентированные дуги на этой диаграм-
ме соединяют только такие пары элемен-
тов {z1, . . . , z

k+1}, связанных отношением �,
между которыми нет промежуточных элемен-
тов. Рассмотрим изменение диаграммы при
добавлении к рассматриваемым вершинам
вершины z

k+1.
Доопределим отображение ⇠ на множе-

стве M1. Рассмотрим вершины G, связан-
ные с вершиной z

k+1. Возможны два слу-
чая: таких вершин меньше, чем две, и та-
ких вершин не меньше, чем две. Если имеет
место первый случай, то выполнение шага
k + 1 заканчивается. Для значений ⇠, соот-
ветствующих вершинам G, между которыми
выполняется отношение �, имеет место вло-
жение множеств. Из леммы 4 следует, что

8z
i

, z
j

2 M1(zi

�z
j

� z
k+1 & z

i

�z
j

6= z
k+1).

Поэтому полученное определение фрагмента
⇠ удовлетворяет условию вложения = v S на
множестве {z1, . . . , z

k+1}. Пусть имеет место
второй случай. На диаграмме G определим
множество

P = {z
ij | j = 1, . . . , r &

& 8j 2 {1, . . . , r � 1}(i
j

< i
j+1)

вершин, являющихся непосредственными
предками вершины z

k+1. Заметим, что на
диаграмме G на шаге k, каждый элемент P
связан дугой с каждым элементом, являю-
щимся потомком z

k+1 диаграммы G на шаге
k+1. Выполним преобразование ⇠ с помощью
следующей последовательности действий.

1. Доопределим каждое из множеств
⇠(z

ij ), j = 1, . . . , r, добавив в него множество
L
j

= {a
tk+1, . . . , atk+j�1, atk+j+1, . . . , atk+j+r

}.
2. Включим элементы a

tk+2, . . . , atk+j+1 в
каждое множество ⇠(z), где z 2 M0 [ {z

k+1}.
Полученное после выполнения действий

1 и 2 определение фрагмента отображения
⇠ является инъективным на {z1, . . . , z

k+1}.
Фрагмент ⇠ также является монотонным для
отношения � и сохраняет композицию на
множестве M0 [M2 [ {z

k+1} [ {z
i1 , . . . , zir}

в объединениях образов множеств, со-
ответствующих элементам композиции.
Справедливость последнего утвержде-
ния следует из истинности условия
8z

i

, z
j

2 P (i 6= j ! ⇠(z
i

) [ ⇠(z
j

) = ⇠(z
k+1)).

Дополним фрагмент отображения ⇠, по-
следовательно обрабатывая элементы P .
Для очередного рассматриваемого элемента
z
ij 2 P составим множество элементов диа-

граммы G, являющихся непосредственными
предками z

ij . Если такое множество содер-
жит не более одного элемента, завершим обра-
ботку z

ij . В противном случае для z
ij повто-

рим действия 1 и 2, заменив z
k+1 на z

ij . При
этом вместо элемента a

tk+1 в указанных дей-
ствиях используются элементы семейства L

j

.
Остальные элементы Q, используемые для
дополнения значений ⇠ в вершинах � потом-
ках z

ij , последовательно выбираются из ещё
не использованного фрагмента множества Q.
Процесс продолжается до тех пор, пока он не
будет завершен для всех элементов из M1. В
результате на множестве {z1, . . . , z

k+1} будет
переопределён фрагмент отображения ⇠. При
этом добавляемые во множества ⇠(z) элемен-
ты выбираются с возрастающими индексами.
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Поэтому построенные фрагменты ⇠ для раз-
ных элементов {z1, . . . , z

k+1} остаются несов-
падающими. Следовательно, ⇠ после выполне-
ния каждого шага рассмотренного алгоритма
остаётся инъективным отображением. Для ⇠
также выполняются условия монотонности
на G. Отображение ⇠ сохраняет композиции
пар элементов {z1, . . . , z

k+1} в объединениях
множеств, представляющих такие элементы.
Поэтому имеют место вложения = в S для
монотонно расширяющихся фрагментов D

M

.
Изменения в определяемых при этом отобра-
жениях фрагментов D

M

не изменяют такие
отображения для подмножеств множества Q,
используемых на каждом таком шаге. По-
этому предельное значение конструируемого
отображения ⇠ является отображением, для
которого обеспечено вложение = v S на всём
множестве D

M

. ⇤
Заметим, что значениями определённого

в доказательстве теоремы отображения ⇠ яв-
ляются бесконечные разрешимые множества,
которые полностью определяются в общем
случае за неограниченное число шагов. Это
связано с тем, что для каждого z 2 D

M= в
значении ⇠(z) необходимо учитывать компо-
зицию z с произвольными элементами D

M= и
отношения вложения, выполняющееся между
z и другими элементами D

M= . Для случая,
когда формализм представления знаний со-
ставляет конечное семейство конечных мно-
жеств, отображение ⇠ может быть полностью
определено за конечное число шагов.

4. Прямой и обратный вывод в
теоретико-множественных

формализмах представления знаний

Композиция знаний является элементом
семейства универсальных операций, применя-
емых для моделирования интеллектуальных
систем. Она определяет преобразование ин-
теграции начальных данных в конкретные
фрагменты представления знаний. Компози-
ция используется для конструирования слож-
ных знаний из их фрагментов и представле-
ния морфологии представления знаний.

Другие типы общезначимых операций над
представлениями знаний позволяют модели-
ровать преобразования знаний в объекты,
применяемые для составления или обработ-
ки знаний операциями и процессами в ин-
теллектуальных системах. Для построения
содержательно полной системы операций над

знаниями востребована система универсаль-
ных атрибутов таких операций и множества
значений указанных атрибутов для описания
отдельных операций и классов операций. При-
мер классификации абстрактных операций,
основанный на понятии вложения представ-
лений знаний, построен в [5].

Среди операций над знаниями особую
роль играют операции логического следова-
ния. Признанные схемы процессов нахожде-
ния следствий из баз знаний и начальных
данных решаемых задач связаны с концеп-
циями прямого и обратного вывода. Этими
операциями обеспечивается возможность мо-
делирования процессов рассуждений. Такими
процессами формируются последовательно-
сти следствий из заданных систем знаний,
называемые выводами. Построение всех воз-
можных выводов для заданного семейства
знаний и начальных данных решаемых за-
дач обеспечивает нахождение решений таких
задач, извлекаемых из конструируемых вы-
водов.

Рассмотрим аналог понятия следования
из знаний, а также прямого вывода для баз
знаний, представляемых множествами объек-
тов. Задачи, решаемые с помощью операций
логического следования, связаны с нахожде-
ний следствий из содержания базы знаний, а
также начальных данных таких задач.

Пусть заданы начальное данное z, явля-
ющееся множеством объектов, и конечное се-
мейство BZ = {z1, . . . , z

k

} множеств объек-
тов, составляющих базу знаний. Образуем
фрагмент знания

z00
= \

z02BZ(z)
(z0

),

где BZ(z) = {z0 | z ✓ z0
& z0 2 BZ}.

Будем говорить, что z1
= z00\z является

следствием из BZ для z.
Заметим, что следствие из BZ для z

определяется единственным образом. По-
этому единственная последовательность
z0, z1, . . . , zi, . . ., в которой z0

= z, а zi �
это следствие из BZ и zi�1. Эта последова-
тельность составляет единственный вывод из
BZ и z. В ней реализуется аналог механиз-
ма прямого вывода. Эта последовательность
монотонна в отношении вложения множеств.

Применим рассмотренный механизм выво-
да для решения задач с помощью баз знаний
в теоретико-множественном формализме.
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Постановку каждой задачи составляют
начальное данное и цель. Начальное данное
задачи � это конечное семейство множеств
объектов. Прямой вывод реализует процесс
построения следствий из базы знаний, полу-
чаемых для отдельных множеств начально-
го данного и следствий из них. Цель зада-
чи � это множество объектов. Такое множе-
ство может быть неопределённым, частично-
определённым и полностью определённым.

Решение задачи первого типа составля-
ют все множества, которые входят в выводы,
конструируемые с использованием базы зна-
ний и элементов начальных данных решаемой
задачи.

Решение второй задачи составляют все
такие элементы выводов, которые содержат
заданный фрагмент множества, являющего-
ся целью. Наконец, последний случай поста-
новки задачи связан с проверкой свойства
множества цели задачи: содержаться в мно-
гообразии конструируемых выводов.

Рассмотрим BZ = {z1, . . . , z
k

} и z0 �
множество, составляющее начальное данное
решаемой задачи. Тогда z1 является подмно-
жеством, составленным c помощью элементов
множества

BZ(z0
) = {z0 | z0 ✓ z0

& z0 2 BZ}.

Множества z0 и z1 составляют разбиение мно-
жества

z00
= \

z02BZ(z0)
(z0

).

Для множеств BZ(z0
) и BZ(z1

) выполняется
соотношение BZ(z0

) ✓ BZ(z1
). Поэтому z2

является подмножеством таких множеств из
BZ(z0

), которые содержатся в z00\z1. Следо-
вательно, z2 ✓ z0.

Аналогично проверяется, что z3 ✓ z1. Ес-
ли BZ(z0

) = BZ(z1
), то z2

= z0.
Поэтому для вывода W справедливо со-

отношение

8 i 2 N(z2i
= z0

& z2i+1 ✓ z1
).

В общем случае оказывается верным соотно-
шение

8 i 2 N(z2i ✓ z2i�2
& z2i+1

= z2i�1
).

Если на некотором шаге построения W ока-
жется выполнимым соотношение zi

= zi+2,
то эта последовательность продолжается как
бесконечное периодическое повторение пары

множеств zi и zi+1. Следовательно, вывод
W составляют две чередующиеся последова-
тельности множеств. Каждая такая последо-
вательность множеств является нестрого мо-
нотонно убывающей в отношении вложения
её элементов. Поэтому, если z0 и элементы
BZ являются конечными множествами, то
W является периодической последовательно-
стью.

Рассмотрим пример аналога обратного вы-
вода для теоретико-множественных форма-
лизмов. Пусть задано семейство множеств
BZ, составляющих базу знаний в теоретико-
множественном формализме, и множество на-
чального данного решаемой задачи z0. Пусть
задано множество цели z. Требуется уста-
новить существование вывода для BZ и z0,
содержащего z. Определим дерево обратного
вывода для z. Корень дерева отнесём к нуле-
вому ярусу дерева. Поставим корню в соот-
ветствие цель решаемой задачи z. Потомками
указанной вершины являются всевозможные
семейства множеств из BZ, все элементы ко-
торых содержат z. Если S � некоторое такое
семейство, то потомком вершины S является
множество z0, задаваемое выражением

z0
=

⇣

\
z002S

(z00
)

⌘

\ z.

Последняя вершина является корнем дерева
обратного вывода для z0. Процесс построе-
ния дерева обратного вывода завершается в
вершинах, соответствующих z0. Вершины по-
лученного дерева, принадлежащие ярусам с
чётными (нечётными) номерами, называются
ИЛИ (И )-вершинами. Эти вершины анало-
гичны ИЛИ и И вершинам деревьев обратно-
го вывода для формализма продукционных
систем.

Заключение

Теоретико-множественные формализмы
представления знаний � это простейшие фор-
мализмы, в которых знания ассоциируются
с семействами сущностей. Отсутствие допол-
нительных предположений для задаваемых
множествами знаний влечёт ограниченность
возможности построения следствий из таких
знаний.

В работе предложено понятие следствия в
теоретико-множественном формализме пред-
ставления знаний. Другие уточнения этого
понятия могут реализовать иные схемы транс-
формации начального данного и баз знаний.
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Многообразие операций над знаниями, пред-
ставляемыми с помощью множеств, включа-
ет теоретико-множественные операции объ-
единения, пересечения, разности и произве-
дения множеств, а также морфизмы факто-
ризации, моделирующие вычислимые схемы
извлечения подмножеств из множеств. Дру-
гие виды морфизмов, такие как иерархии
классов обобщающих и трансформирующих
морфизмов [5], естественно переносятся на
класс теоретико-множественных формализ-
мов. Класс теоретико-множественных мор-
физмов является частью иерархии классов
формализмов представления знаний, созда-
ваемой на формальной основе, аналогичной
классификации моделей данных [6].
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