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Abstract. On any surface, under the action of an external electric field, there is a space charge
region of small thickness, in which occurs the accumulation of charge. On the outer edge of the
area due to the tangential component of the electric field, the slip of fluid takes place. This
phenomenon is theoretically investigated in a number of works of the 2000. Rubinstein and
Salzman were obtained the estimated formula for the speed of electroosmotic-slip of liquid, which,
however, is not without a flaw, and therefore needs to be refined. In this article we obtain refined
formula of Rubinstein–Saltzman, and is a fairly detailed derivation of this formula in the space
charge region on the basis of asymptotic expansions.
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Введение

В последние несколько десятилетий элек-
трокинетические явления вызывают все воз-
растающий интерес благодаря стремительно
развивающимся микро- и нанотехнологиям.
При этом особый интерес вызывает электро-
кинетическая неустойчивость, способствую-
щая перемешиванию, усилению тепло- и мас-
сопереноса в микромасштабах.

Первое исследование электрокинетиче-
ской неустойчивости в 2000 г. провели Ру-
бинштейн и Зальцман [1], теоретически ис-
следовавшие этот тип неустойчивости, возни-
кающей в режимах предельного тока в обла-
сти пространственного заряда. Данная работа
стала возможна благодаря циклу работ рос-
сийских авторов [2–4]. По сути, Рубинштейн

и Зальцман использовали подход из [4]. Ав-
торы взяли число Дебая ⌫ в качестве малого
параметра и исследовали задачу с помощью
асимптотического метода. Ими было показа-
но, что тангенциальная скорость скольжения
определяется из решения в области простран-
ственного заряда. После этого находится ско-
рость в электронейтральной зоне, внешней
по отношению к области пространственного
заряда. При этом уже найденная скорость
скольжения используется в качестве гранич-
ного условия для внешней задачи (электро-
нейтральной области) и исследования элек-
трокинетической неустойчивости. Важно от-
метить, что полученная формула для скоро-
сти скольжения качественно согласуется как
с экспериментами, так и с результатами чис-
ленного исследования, однако количественно
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отличается от них в значительной степени.
Вследствие этого, данная формула нужда-
ется в уточнении. Это сделано в настоящей
работе.

1. Постановка задачи

После обезразмеривания система уравне-
ний Нернста–Планка–Пуассона–Стокса при-
нимает следующий вид:

@c±

@t
+ urc± = ±r

�

c±r�

�

+r2c±, (1.1)

⌫2r2
� = c� � c+, (1.2)

�r⇧+r2u =

{
⌫2

(c� � c+)r�, (1.3)

ru = 0

где c+ и c� � концентрации положительных
и отрицательных ионов соответственно, u �
вектор скорости, � � электростатический по-
тенциал, ⌫ � число Дебая,  � коэффициент
сцепления между гидродинамической и элек-
тростатической частями задачи.

Около электроселективной поверхности
должны быть поставлены краевые условия:

y = 0 : c+ = p, c�
@�

@y
� @c�

@y
,

� = 0, U = V = 0.

Ток около поверхности y = 0 определяется из
соотношения

j = c+
@�

@y
+

@c+

@y
.

Подробное описание обезразмеривания систе-
мы приведены в [5].

2. Электростатика

Для цельности изложения повторим под-
ход, изложенный в работах [2–4]. Рассмотрим
данную систему в области пространственно-
го заряда. В одномерном случае уравнение
(1.3), описывающее движение жидкости, не
связано с остальной системой. @

@x

=

@

@t

= 0.
Можно найти стационарное решение:

@

@y

✓

c+E +

@c+
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◆

= 0; (2.1)
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✓
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◆

= 0; (2.2)

⌫2
@E

@y
= c� � c+, (2.3)

где E ⌘ @�
@y

. Проинтегрируем уравнения (2.1)
и (2.2)

с+E +

@c+

@y
= j;

с�E � @c�

@y
= 0.

Сложим их и вычтем, а затем подставим в
эти уравнения (2.3). В результате получим

(с+ + c�)E � ⌫2
@2

@y2
= j; (2.4)

@
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✓
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2

⌫2E2
+ c+ + c�

◆

= j.

Проинтегрируем последнее уравнение

c+ + c� = j(y � y
m

) +

1

2

⌫2E2. (2.5)

Здесь y
m

� константа интегрирования. После
подстановки (2.5) в (2.4) получим уравнение
с одной неизвестной

⌫2
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@y2
+

✓

j(y
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2
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◆

E+j = 0. (2.6)

При граничных условиях

⌫ ! 0, O

✓

log

1

⌫
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1

⌫

◆

,
@

@y
= O(1),

обыкновенное дифференциальное уравнение
(2.6) переходит в кубическое алгебраическое
уравнение

✓

j(y
m

� y)� ⌫2

2

E2

◆

E = 0,

которое имеет 3 решения. E = 0 имеет смысл
только при y > y

m

и ⌫E = ±
p

2j(y
m

� y). Ре-
шение с отрицательным радикалом не имеет
физического смысла

(

⌫E =

p

2j(y � y
m

), 0 < y < y
m

;

⌫E = 0, y > y
m

,

⌫� =

2

p
2

3j
(jy

m

)

3/2 � (2jy
m

� 2jy)3/2

3j
.

При y = y
m

⌫�� =

2

p
2

3j
y3/2
m

j1/2. (2.7)

Формула (2.7) хорошо известна, именно
это стационарное решение было использовано
Рубинштейном и Зальцманом в работе [1].
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Рис. 1. Пунктирная кривая � решение уравнения (2.7), сплошная � уточненное решение. Серым
закрашена область поправочного члена

3. Электроосмотическое скольжение

Будем считать, что независимые пере-
менные в электростатическом решении (j и
y
m

) не являются постоянными относитель-
но x, а описываются медленно изменяющи-
мися функциями, @

@x

⌧ @

@y

. Тогда получим
ненулевые составляющие скорости V ⌧ U .
Уравнение (1.3) примет вид

@P

@x
=

@2U

@y2
+ 

@E

@y

@�

@x
;

@P

@y
= E

@E

@y
.

Полученные уравнения в итоге можно свести
к одному

1



@2U
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+

1

2

@E2
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(3.1)

с краевыми условиями:

y = 0 : U = 0;

y = y
m

:

@U

@y
= 0.

После решения задачи получим знамени-
тую формулу Рубинштейна–Зальцмана для
скорости электроосмотического скольжения:

⌫2


U
m

= �1

8

��

2 1

j

@j

@x
� 1

2

@��

2

@x
,

где U
m

⌘ U |
y=ym

4. Поправка скорости скольжения
Рубинштейна

Решение может быть уточнено следую-
щим приближением, если принять во внима-
ние пограничные слои вблизи y = 0, y = 1 и

y = y
m

, где член со второй производной, кото-
рым мы пренебрегли, должен быть учтен. Са-
мым важным слоем является слой при y = y

m

.
Произведем растяжение переменных вблизи
этой точки следующим образом:

y � y
m

=

⌫2/3
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⇣;

@

@y
=
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⌫2/3
@

@⇣
; E =
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.

Тогда (2.6) переходит в уравнение, не завися-
щее от параметров
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с граничными условиями

⇣ ! �1 : N !
p

�2⇣; ⇣ ! +1 : N ! 0,

где @�
@⇣

= N .
Граничные условия при y = 0 и y = 1

теперь должны быть взяты для новой неза-
висимой переменной ⇣, соответственно при

⇣ = � j1/3

⌫2/3
y
m

и ⇣ ! �1.

Из условия �(1)� �(0) = �V следует, что

�V =

1
Z

0

Edy.

Представим N в виде N =

p
�2⇣ + n(⇣), гдеp

�2⇣ � нормированное решение (2.7), n(⇣) �
поправочный член (рис. 1). Тогда
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Здесь A � постоянная, физический смысл ко-
торой � площадь закрашенной области меж-
ду двумя кривыми на рис. 1. Значение этой
площади приведено в таблице для некоторых
значений ⇣

y
m

=

3

2/3

2

⌫2/3

j1/3
(�V �A)

2/3
; (4.1)

� = �V �A� 2

p
2

3
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где m(⇣) ⌘
⇣

R

�1
n(⇣)d⇣.

Предположим, что независимые перемен-
ные системы E и � не постоянные относи-
тельно x, а медленно изменяющиеся функции.
Тогда уравнение (11) для скорости электро-
осмоса перепишется следующим образом:
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Проинтегрируем это выражение, учитывая,
что G(�1) = 0, G(+1) = const, где
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При ⇣ ! +1 : n ! 0; G ! G(1) 6= 1.
Константа интегрирования определяется сле-
дующим образом:
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Еще раз проинтегрируем, учитывая, что
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Далее внесем y
m

под дифференциал, где это
возможно, и подставим y

m

из формулы (4.1),
получим
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В конечном итоге получим формулу скоро-
сти скольжения с учетом введенной поправки

1


U
m

= ��V
@�V

@x
� 1

8

(�V �A)

2 1

j

@j

@x
+

+

1

3j

@j

@x

+1
Z

�1

(G(⇣)�G(1)) d⇣.

При A = 0 и отбрасывании члена с ин-
тегралом, данная формула совпадает с фор-
мулой Рубинштейна–Зальцмана. Численное
решение дает A = 1,372.

Заключение

В данной работе с помощью метода асимп-
тотических разложений получено уточненное
выражение для скорости электроосмотическо-
го скольжения в области пространственного
заряда, в области непосредственно прилегаю-
щей к самой поверхности.
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