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Abstract. There is considered the problem of the explosion of a flat charge in two-layer medium,
while the plane of the charge is close to the environment’s contact in a much more rigid half-
space. Considered only the time interval in which there is a medium wave Riemann’s load. An
exact solution of a quasilinear wave equation with zero initial and inhomogeneous boundary
conditions is obtained by the method of characteristics. The problem is reduced to a nonlinear
integral-differential equation for the pressure acting on the half-contact. In general, non-linear
models of physical environments found Lagrange coordinate place of origin of the shock wave
from a simple load. Under the assumption that the behavior of the medium is described by the
Prandtl model with rigid load, the contribution of wave loading and unloading in the value of the
half-space contact’s displacement. If the numerical values of the parameters characteristic of the
conditions of underground mining, the contribution of the wave load is approximately 6 %, which
makes it quite acceptable accuracy to solve more simple problem of the unloading wave impact.
With the removal of the charge from the contact plane of the half-wave contribution to the load
begins to increase. The proposed solution of a quasilinear wave equation different physical clarity,
allowing, for example, is easy to solve the problem of wave loads in a heterogeneous environment
of hardening.
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Задаче распространения пластических де-
формаций в полубесконечном упругопласти-
ческом стержне, вызванных приложенной к
концу стержня динамической нагрузкой в раз-
личных постановках, посвящено достаточно
много исследований [1]. В некотором смысле,
процессы аналогичные удару по концу стерж-
ня, имеют место при взрывной отбойке горно-
го массива на так называемую зажимающую
среду (3С) [2].

Взрывная отбойка горного массива в 3С
сопровождается их динамическим взаимодей-
ствием, в результате которого массив раз-
рушается, а зажимающая среда уплотня-
ется. В [3] был рассмотрен удар жесткого
слоя по полупространству жесткопластиче-
ской упрочняющейся среды. Если роль жест-

кого слоя играет взорванный массив, то это
означает, что в [3] пренебрегали взаимодей-
ствием массива со средой в тот период, когда
в ней существовала волна нагрузки. В от-
личии от [3], будем рассматривать процесс
разгона массива и образование в уплотняю-
щейся среде волны нагрузки, для чего модель
массива и процесса его метаниявозьмем из [3].
Фактически имеем задачу о взрыве плоского
заряда в двухслойной среде, когда плоскость
заряда находится вблизи контакта полупро-
странств в массиве (массив � значительно
более жесткое полупространство).

Согласно принятой модели [3], с одной сто-
роны на взорванный слой массива действует
давление продуктов детонации

P = P0(1 + ay/S)�� , (1)
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где P0, S � давление продуктов детонации
и площадь поперечного сечения цилиндриче-
ской зарядной полости в начале метания; � �
показатель адиабаты продуктов детонации;
y � перемещение метаемого массива.

С учетом (1), запишем уравнение движе-
ния слоя

⇢W
d2y

dt2
= P0(1 + ay/S)�� , (2)

где ⇢ � плотность массива, a � расстояние
между скважинами в ряду, W � толщина
взорванного слоя.

Из (2) для скорости массива можно полу-
чить [3]

V0 = W�1
2SP0

h

1� (1 + yW/S)1��
i

⇢ (� � 1)

1/2
. (3)

В (3) принято, что a = W .
С другой стороны на этот же слой массива

действует некоторое давление среды, завися-
щее от времени

p = p (t) ,
dp

dt
> 0, 0 6 t 6 t0, (4)

dp

dt
< 0, t > t0.

Ниже будет рассмотрен только интервал вре-
мени [0, t0], в котором среда находится в со-
стоянии нагрузки.

Пусть среда ведет себя так, что закон ее
одноосного сжатия имеет вид

� = E ("0 + "),
d2�

d"2
> 0, (5)

�� = E ("0),

где �� � начальное упрочнение среды, " �
ее одноосная деформация, E � коэффициент,
имеющий размерность давления.

Из (4) и (5) следует, что в некоторый мо-
мент времени t⇤ в среде возникнет ударная
волна нагрузки, а до тех пор в ней распро-
страняется только римановская волна нагруз-
ки [1].

На интервале времени [0, t⇤] для полупро-
странства (5) поставим следующую задачу с
неоднородным краевым и нулевыми началь-
ными условиями для квазилинейного волно-
вого уравнения

@2u

@t2
� ✓2 (�)

@2u

@x2
= 0,

u (x,0) =
@u (x, t)

@t
= 0, t < 0, x > 0, (6)

�|x=0 =

⇢ � ��, t < 0;

� p(t), t > 0,

где начало координаты Лагранжа x находит-
ся на контакте полупространств, а ✓ (�) � ско-
рость распространения слабых разрывов в
функции напряжения.

Уравнение движения слоя массива (2) с
учетом (4) примет вид

⇢W
d2u(0, t)

dt2
=

= P0



1 +

au (0, t)

S

��5/4

� p (t) . (7)

Из (7) следует, что решение задачи (6) надо
искать в перемещениях. Решим (6) методом
характеристик [1, 4].

Для уравнения задачи (6) семейство по-
ложительных характеристик представляется
линиями [4]

x = (t� ¯t)✓[p(¯t)] = (t� ¯t)✓(¯t), (8)

где каждое значение параметра ¯t определяет
свою характеристику, вдоль которой остают-
ся постоянными напряжение, деформация и
массовая скорость [4], причем напряжение
связано с деформацией уравнением (5), а с
массовой скоростью � соотношением на ха-
рактеристике

v = ⇢�1
0

p(t̄)
Z

��

✓�1
(�)d�. (9)

Смещение некоторой точки x среды в момент
времени t можно найти, зная аспределение
деформаций в области [x, t✓ (0)]

u(x, t) =

t✓(0)
Z

x

"(�)d�, (10)

или зная скорость этой точки �x(t) с момента
прихода в нее фронта волны

u(x, t) =

t
Z

0

�x(⌧)d⌧. (11)
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Рис. 1. Характеристики в простой волне нагрузки для случая (5)

В (10) интеграл берется вдоль отрезка AC, а
в (11) � вдоль AB характеристической плос-
кости (рис. 1).

Заменим в (10) переменную x по парамет-
ру ¯t. Для этого приравняем (5) к (4) и решим
полученное уравнение относительно "

" =  �1



p(¯t)

E

�

� "0, (12)

где через  �1 обозначено обращение функ-
ции.

Подставив в (10) соотношение (12) и диф-
ференциал

dx =



(t� ¯t)
@✓

@¯t
� ✓

�

d¯t,

найденный из (8), получим

u(¯t, t) =

t̄
Z

0

⇢

 �1



p(⌧)

E

�

� "0
�

⇥

⇥


(t� ⌧)
@✓

@⌧
� ✓

�

d⌧, (13)

✓2 =
E

⇢0

d ("0 + ")

d"
. (14)

Система (8), (13) является решением задачи
(6) в параметрической форме.

В (11) на параметр ¯t необходимо заменить
переменную t. Решив (8) относительно t, най-
дем

dt =

✓

x
@✓�1

@¯t
+ 1

◆

d¯t.

Используя dt и соотношение (9), получим

u(x, ¯t) = ⇢�1
0

t̄
Z

0

" p(⌧)
Z

��

✓�1
(�)d�

#

⇥

⇥
✓

x
@✓�1

@⌧
+ 1

◆

d⌧. (15)

Система (8), (15) также является решением
задачи (6) в параметрической форме.

Заметим, что в [4] задача (6) сведена к
функциональному уравнению для деформа-
ции.

Найдем смещение поверхности полупро-
странства среды x = 0 во времени из (15).
Так как ¯t ⌘ t при x = 0, то

u(0, t) = ⇢�1
0

t
Z

0

d⌧

p(⌧)
Z

��

✓�1
(�)d�. (16)

Возвращаясь к уравнению (7), приходим
к задаче отыскания давления p(t). Подста-
новка (16) в (7) сводит эту задачу к ре-
шению следующего нелинейного интегро-
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дифференциального уравнения

µ✓�1
[p(t)]

dp(t)

dt
=

= P0

"

1+

a

⇢0
S

t
Z

0

d⌧

p(⌧)
Z

��

✓�1
(�)d�

#�5/4

�p(t),

µ = ⇢w/⇢0. (17)

Прежде чем приступить к построению реше-
ния уравнения (17), выясним, как скоро из
простой волны нагрузки возникнет ударная
волна. Для координаты Лагранжа места об-
разования этой волны легко получить [4]

x⇤ =
✓2

˙✓

�

�

�

�

t=0

,

в нашем случае

x⇤ =
✓2

ṗ d✓/dp

�

�

�

�

t=0

, (18)

где точка означает дифференцирование по
времени.

Сделав подстановку (5) и обращения (12)
в (14), найдем

✓2 = (E/⇢0)



d �1
(p/E)

dp

��1

, (19)

а отсюда

d✓

dp
= �(4⇢0)

� 1
2⇥

⇥


d �1
(p/E)

dp

��3/2
d2 �

(p/E)

dp2
. (20)

Производная ṗ|t=0 определяется из уравне-
ния (17)

ṗ|t=0 = µ�1 ✓(p)(P0 � p)|t=0 . (21)

Вводя (19)–(21) в (18), окончательно получим

x⇤ = �2µ



d �
(p/E)

dp

�

⇥

⇥ 1

P0 � p

d2 �1
(p/E)

dp2

�

�

�

�

t=0

, (22)

причем p|t=0 = �� согласно принятой модели
среды и краевому условию задачи (6).

Момент времени образования ударной
волны нагрузки, очевидно,

t⇤ =
x⇤
✓
p(0).

Положим для примера  ("0 + ") = ("0 + ")n.
Тогда формула (22) примет вид

x⇤ =
2µ

1� n�1

✓

P0

��
� 1

◆

. (23)

При следующих характерных для взрыва-
ния в ЗС значениях входящих в (23) пара-
метров n = 2, µ = 4 м, �� = 375 kH/м2,
P0 = 385 мH/м2 эта формула дает x⇤ = 0,02 м,
т.е. ударная волна нагрузки образуется прак-
тически сразу с началом движения массива.
Интересно отметить, что в формулу (23) не
входит коэффициент E, т.е. для координаты
x⇤ важен только сам факт нелинейности (5).

Оценим вклад волны нагрузки в величину
остаточного смещения контакта среды с мас-
сивом. Для оценки обратим внимание на то,
что при d2 �1/dp2 = 0 из (22) и при n = 1 �
из (23) следует тот известный факт, что в
физически линейной среде ударная волна об-
разоваться не может. Тогда уравнение (17)
значительно упрощается

✓

µṗ

✓
+ p

◆

"

1� a✓"0
t

S
+

a✓

SE

t
Z

0

p(⌧)d⌧

#5/4

=

= P0. (24)
Численное решение (24) методом Рунге–
Кутта [5] проиллюстрировано на рис. 2. В
расчетах было принято a = W = 2,5 м,
✓ = 274 м/с, E = 150 мH/м2, P0 = 385 мH/м2,
�� = 0,1 мH/м2. Соответственно значениям
ds длительность процесса нагрузки составила
3 и 2,6 мс, что говорит о слабом влиянии на
эту величину диаметра заряда.

Более сильная зависимость обнаруживает-
ся между ds и максимальным значением дав-
ления p(t). Можно отметить довольно плав-
ный переход от нагрузки к разгрузке, о чем
свидетельствует наличие пологих участков
линий 1 и 2.

Из (16) соответственно зависимостям 1 и
2 (рис. 2) к началу разгрузки поверхность
x = 0 смещена на 0,087 м и 0,05 м и имеет
скорость �0 = 35,8 м/с и 23,1 м/с.

Определим остаточное смещение поверх-
ности среды при ударе по ней с такими же
скоростями жестким слоем толщиной W и
плотностью ⇢. Будем считать, что поведение
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Рис. 2. Зависимость p = p(t), определяемая уравнением (24) при значениях ds � 0,105 м; 2 � 0,065 м

среды описывается моделью Прандтля с жест-
кой разгрузкой. Смещение поверхности такой
среды при ударе по ее полупространству жест-
ким слоем даст выражение [3]

U =

I

⇢0
✓

✓

1 + "�
✓

V0

◆

ln

✓

1 +

V0

✓
"�

◆

� 1

�

.

Отсюда для тех же числовых значений
U(35,8) = 2,11 м и U(23,1) = 1,23 м. Таким
образом, волна нагрузки вносит весьма незна-
чительный вклад в величину окончательно-
го смещения поверхности полупространства.
Поэтому можно ограничиться рассмотрением
только волны разгрузки при ударе, а рассмот-
ренную выше задачу использовать для опре-
деления скорости удара, так как она заметно
уменьшается относительно случая свободно-
го разгона слоя массива. Так, если в (3) в
качестве y взять величины смещений 0,087 и
0,05 м, то скорость удара составила бы соот-
ветственно 41,3 и 38,2 м/с, т.е. превысила бы
более близкую к действительности на 13,4 и
40 %.

Нетрудно сделать вывод, что с увеличе-
нием W вклад волны нагрузки в величину
окончательного смещения поверхности полу-
пространства возрастает. Это следует уже из

того, что при W = 0 волна нагрузки вообще
отсутствует.

Ранее работа в сокращенном варианте
была доложена на всероссийской конферен-
ции [6].

Авторы посвящают эту работу светлой
памяти выдающегося ученого-механика ака-
демика РАН Григоряна Самвела Самвелови-
ча
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