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Abstract. This article confirmed by the Krylov–Bogolyubov averaging for systems of partial
differential equations of the first order, containing oscillating in time with the frequency ! � 1

terms, among which there are large proportional to
p
! with zero mean. Previously, for a narrower

range of problems similar result was obtained in the joint work of the author of this article and
V.B. Levenshtam. They considered the system of the same type, but do not depend on number
equation coefficients. In this paper, it is a hard limit is removed.

Upon confirmation of the averaging method used by the Krylov–Bogolyubov proved earlier by
the author and V.B. Levenshtam averaging theorem Cauchy problem for systems of ordinary
differential equations with large high-frequency terms, as well as the method of characteristics,
allows to move from consideration of partial differential equations of the first order ordinary
differential equations.

Proven in this article theorem extends the theory of the averaging method Krylov–Bogolyubov
to new classes of semilinear evolution systems of partial differential equations of the first order.
Note that there are now quite a lot of work on the development of the theory of the averaging
method for different classes of differential equations with large high-frequency terms.

Keywords: averaging method, first-order partial differential equations, large high-frequency
summands, method of characteristics, Cauchy problem

Введение

В данной статье метод усреднения [1, 2]
применен и обоснован для эволюционных си-
стем дифференциальных уравнений в част-
ных производных первого порядка, содержа-
щих осциллирующие по времени с частотой
! � 1 слагаемые, среди которых имеются
большие � пропорциональные

p
! � с нуле-

вым средним.
Для систем того же вида, но с не завися-

щими от номеров уравнений старшими коэф-
фициентами аналогичные вопросы исследо-
ваны в [3].

Данная работа, как и [3], вызвана [4], где
метод усреднения обоснован для систем диф-
ференциальных уравнений в частных произ-
водных первого порядка с двумя независимы-
ми переменными без больших слагаемых.

Отметим, что в настоящее время имеется
много работ, посвященных развитию теории
метода усреднения для различных классов

дифференциальных уравнений с большими
высокочастотными слагаемыми [5–9].

Система уравнений с частными
производными первого порядка.

Метод усреднения
Пусть m и n � натуральные числа, D0 �

любой открытый ограниченный параллелепи-
пед в Rn, T > 0. Рассмотрим задачу Коши
для системы m уравнений первого порядка,
зависящих от большого параметра !

@ui
@t

+

n
X

j=1

⇥

�ij(x, t,!t)+

+

p
!µij(x, t,!t)

⇤@ui
@xj

=

= fi(x, t,!t,u) +
p
!'i(x, t,!t,u), (1)

1 6 i 6 m,

u(x,0) = g(x), (2)
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где

t 2 [0, T ], x = (x1, x2, . . . , xn)
⇤ 2 D0

Звездочка означает операцию транспонирова-
ния. Здесь g(x) � непрерывно дифференци-
руемая при x 2 Rn вектор-функция со значе-
ниями в Rm, u = (u1, u2, . . . , um)

⇤ � искомая
вектор-функция, компоненты которой зави-
сят от переменных x и t. Эту задачу будем
называть задачей (1), (2) в параллелепипеде
⇧0 = D0 ⇥ [0, T ].

Будем предполагать, что данные задачи
(1), (2) удовлетворяют следующим условиям.

Пусть U0 � некоторый открытый шар в
Rm, D � любой ограниченный параллелепи-
пед в Rn,

⇧ = Rn ⇥ [0, T ], ⌦ = ⇧⇥ [0,+1),

G = ⌦⇥ U0, ⌦1 = D ⇥ [0, T ]⇥ [0,+1),

G1 = ⌦1 ⇥ U0.

Тогда:
1) компоненты

�ij(x, t, ⌧) и µij(x, t, ⌧)

(1 6 j 6 n, 1 6 i 6 m)

вектор-функций

�i(x, t, ⌧) и µi(x, t, ⌧) (1 6 i 6 m)

вместе с их частными производными по всем
аргументам 1-го порядка и производными

@2µij

@xk@x`
(x, t, ⌧) (1 6 j, k, ` 6 n, 1 6 i 6 m)

2-го порядка определены и непрерывны на
множестве ⌦;

2) компоненты

fi(x, t, ⌧,u) и 'i(x, t, ⌧,u) (1 6 i 6 m)

вектор-функций f(x, t, ⌧,u) и '(x, t, ⌧,u) вме-
сте с их частными производными по всем
аргументам 1-го порядка и производными

@2'i

@uj@uk
(x, t, ⌧,u),

@2'i

@uj@x`
(x, t, ⌧,u),

@2'i

@x`@xr
(x, t, ⌧,u),

(1 6 i, j, k 6 m, 1 6 `, r 6 n)

2-го порядка определены и непрерывны на
множестве G;

3) компоненты вектор-функций �i(x, t, ⌧),
µi(x, t, ⌧),

�i(x, t, ⌧) ⌘
@µi

@x
(x, t, ⌧)

⌧
Z

0

µi(x, t, ✓) d✓

и матриц-функций

@�i

@x
(x, t, ⌧),

@µi

@x
(x, t, ⌧) (1 6 i 6 m)

равномерно ограничены на множестве ⌦1;
4) компоненты вектор-функций

f(x, t, ⌧,u), '(x, t, ⌧,u),

 i(x, t, ⌧,u) =

=

@'

@u
(x, t, ⌧,u)

⌧
Z

0

'(x, t, ✓,u) d✓+

+

@'

@x
(x, t, ⌧,u)

⌧
Z

0

µi(x, t, ✓) d✓

(1 6 i 6 m)

и матриц-функций

@f

@u
(x, t, ⌧,u),

@f

@x
(x, t, ⌧,u),

@'

@u
(x, t, ⌧,u),

@'

@x
(x, t, ⌧,u),

@ i

@u
(x, t, ⌧,u),

@ i

@x
(x, t, ⌧,u)

(1 6 i 6 m)

равномерно ограничены на множестве G1;
5) производные

@�ij

@xk
,

@µij

@xk
,

@µij

@t

(1 6 j, k 6 n, 1 6 i 6 m)

удовлетворяют условиям Липшица по x с по-
стоянной, не зависящей от (x, t, ⌧) 2 ⌦1;

6) производные

@fi
@uj

,
@fi
@xk

,
@'i

@uj
,

@'i

@xk
,

@'i

@t

(1 6 i, j 6 m, 1 6 k 6 n)

удовлетворяют условиям Липшица по x, u с
постоянной, не зависящей от (x, t, ⌧,u) 2 G1;
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7) функции

�ij(x, t, ⌧) и �ij(x, t, ⌧)

(1 6 j 6 n, 1 6 i 6 m)

непрерывны по t 2 [0, T ] равномерно относи-
тельно (x, t, ⌧) 2 ⌦1;

8) функции

fi(x, t, ⌧,u) и 'i(x, t, ⌧,u) (1 6 i 6 m)

непрерывны по t 2 [0, T ] равномерно относи-
тельно (x, t, ⌧,u) 2 G1;

9) равномерно относительно

(x, t) 2 D ⇥ [0, T ]

существуют пределы

lim

N!1

1

N1/4

N
Z

0

µij(x, t, ⌧) d⌧ = 0,

lim

N!1

1

N1/4

N
Z

0

@µij

@xk
(x, t, ⌧) d⌧ = 0,

lim

N!1

1

N1/2

N
Z

0

@µij

@t
(x, t, ⌧) d⌧ = 0,

1 6 j, k 6 n, 1 6 i 6 m;

10) равномерно относительно

(x, t,u) 2 D ⇥ [0, T ]⇥ U

существуют пределы

lim

N!1

1

N1/4

N
Z

0

'i(x, t, ⌧,u) d⌧ = 0,

lim

N!1

1

N1/4

N
Z

0

@'i

@uj
(x, t, ⌧,u) d⌧ = 0,

lim

N!1

1

N1/4

N
Z

0

@'i

@xk
(x, t, ⌧,u) d⌧ = 0,

lim

N!1

1

N1/2

N
Z

0

@'i

@t
(x, t, ⌧,u) d⌧ = 0,

1 6 i, j 6 m, 1 6 k 6 n;

11) существуют такие вектор-функции
⇤i(x, t), определенные на ⇧ со значени-
ями в Rn, что равномерно относительно
(x, t) 2 D ⇥ [0, T ] справедливы предельные
равенства для ее компонент ⇤ij

⇤ij(x, t) =

= lim

N!1

1

N

N
Z

0

(�ij(x, t, ⌧) + �ij(x, t, ⌧)) d⌧,

1 6 j 6 n, 1 6 i 6 m;

12) существует такая вектор-функция
F(x, t,u), определенная на множестве ⇧⇥U0
со значениями в Rm, что для ее компонент
Fi справедливы предельные равенства

Fi(x, t,u) =

= lim

N!1

1

N

N
Z

0

(fi(x, t, ⌧,u)+ i(x, t, ⌧,u)) d⌧,

1 6 i 6 m

равномерно относительно

(x, t,u) 2 D ⇥ [0, T ]⇥ U0;

13) для любого начального условия
(

�
y, t0) 2 ⇧ и любого i такого, что 1 6 i 6 m,
задача

dyi

dt
= ⇤i(y

i, t), y

i
(t0) =

�
y (3)

имеет на участке t 2 [0, T ] решение y

i
(t).

Наряду с возмущенной задачей (1), (2) в
параллелепипеде ⇧0 рассмотрим во всем слое
⇧ усредненную задачу

@vi
@t

+

n
X

j=1

⇤ij(x, t)
@vi
@xj

= Fi(x, t,v), (4)

1 6 i 6 m,

v(x, t)
�

�

t=0
= g(x), (5)

относительно которой предположим следую-
щее:

14) данная задача имеет решение

v(x, t) ⇢ U0.

Ниже символом |a| будем обозначать
какую-либо норму векторов a 2 Rm.
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Теорема. При указанных выше предпо-
ложениях справедливы следующие утвержде-
ния.

1. Для любого открытого ограниченного
параллелепипеда D0 в Rn и любого " > 0

найдется такое !0 > 0, что при ! > !0 суще-
ствует решение u!(x, t) задачи (1), (2) в ⇧0 и
для любых (x, t) 2 ⇧0 выполняется неравен-
ство

|u!(x, t)� v(x, t)| < ". (6)

2. Решение u!(x, t) задачи (1), (2) един-
ственно в следующем смысле. Для любого
ограниченного параллелепипеда D0 в Rn су-
ществует число !0 > 0 такое, что для любого
параллелепипеда D1 в Rn, содержащего D0,
сужение на ⇧

0
= D0⇥ [0, T ] каждого решения

задачи (1), (2) в ⇧1 = D1 ⇥ [0, T ] при ! > !0

совпадает с u!(x, t).

Замечание. Если в теореме речь вести
не о любом параллелепипеде D0, а о фиксиро-
ванном, то в условиях 1)–14) параллелепипед
D и слой ⇧ можно заменить фиксированны-
ми ограниченными параллелепипедами D0 и
⇧

0
= D0⇥[0, T ] соответственно. Здесь D0 � от-

крыт, D0 ⇢ D0 ⇢ Rn и существует замкнутый
параллелепипед D00 ⇢ D0 такой, что решение
y задачи (3) при (

�
y, t0) 2 ⇧0 удовлетворяет

условию: y(t) 2 D00, t 2 [0, T ].

Доказательство.
1. Определим характеристики двух задач

(1), (2) в ⇧0 и (4), (5) в ⇧. Они находятся
соответственно как решения следующих двух
задач Коши для систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

dxi

dt
= �i(x

i, t,!t) +
p
!µi(x

i, t,!t),

t 2 (0, T ),

x

i
(t0) =

�
x,

�
x2 D0, t0 2 [0, T ]; (7)

dyi

dt
= ⇤i(y

i, t), t 2 (0, T ),

y

i
(t0) =

�
y,

�
y2 Rn, t0 2 [0, T ], (8)

1 6 i 6 m.

В силу условия 13) и теоремы 1 из [3],
примененной к этим задачам при �

y=

�
x, су-

ществуют число !1 > 0 и параллелепипед
D0 � D0 в Rn такие, что при ! > !1 задача
(7) разрешима при всех 1 6 i 6 m и значения

решений x

i
(t) и y

i
(t), t 2 [0, T ] задач (7) и (8)

принадлежат D0.
Зафиксируем произвольную точку (⇠, ✓)

в ⇧0 и обозначим через �
x

i
(t) (1 6 i 6 m)

решения задач (7) при ! > !1 и �
x= ⇠, t0 = ✓.

Через x

i
(t) и y

i
(t) обозначим характеристи-

ки, отвечающие задачам (1), (2) и (4), (5) со-
ответственно, выходящие из точки (

�
x

i
(0), 0).

Перепишем теперь эти задачи в виде задач
Коши для систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (рис. 1)

dui
dt

= fi(x
i
(t), t,!t, u1, . . . , um)+

+

p
! 'i(x

i
(t), t,!t, u1, . . . , um),

dxi

dt
= �i(x

i, t,!t) +
p
!µi(x

i, t,!t), (9)

t 2 (0, T ),

x

i
(0) =

�
⇠ i , ui(0) =

�
u i,

dvi
dt

= Fi(y
i
(t), t, v1, . . . , vm),

dyi

dt
= ⇤i(y

i, t), t 2 (0, T ), (10)

y

i
(0) =

�
⇠ i , vi(0) =

�
u i ,

где
u(t) = u(x(t), t), v(t) = v(y(t), t),

�
⇠ i

=

�
x

i
(0),

�
u i = gi(

�
x

i
(0)),

1 6 i 6 m.

Пусть U0 замкнутый шар в Rm такой, что
g(x) 2 U0 ⇢ U0 при всех x 2 D0.

В силу условий 13), 14) и теоремы 1 из
[3], примененной к задачам (9) и (10) при
�
⇠ i 2 D0, �

u = (

�
u 1, . . . ,

�
um)

⇤ 2 U0, суще-
ствует такое число !2 > !1, что при ! > !2
задача (9) разрешима при всех (⇠, ✓) 2 ⇧0.
Тогда при ! > !2 разрешима и задача (1), (2)
в ⇧0.

Докажем теперь оценку (6) при
(x, t) = (⇠, ✓) 2 ⇧0. Согласно определению
вектор-функции �

x

i
(t) имеем

ui(⇠, ✓)� vi(⇠, ✓) =

= ui(
�
x

i
(✓), ✓)� vi(

�
x

i
(✓), ✓) =

= ui(
�
x

i
(✓), ✓)� vi(y

i
(✓), ✓)+

+ vi(y
i
(✓), ✓)� vi(

�
x

i
(✓), ✓),
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Рис. 1. Случай n=1, m=2

где y

i
(t) определяется задачей (10),

1 6 i 6 m. Отсюда в силу неравенства тре-
угольника следует
�

�ui(⇠, ✓)� vi(⇠, ✓)
�

� 6
6

�

�ui(
�
x

i
(✓), ✓)� vi(y

i
(✓), ✓)

�

�

+

+

�

�vi(y
i
(✓), ✓)� vi(

�
x

i
(✓), ✓)

�

�

=

=

�

�ui(✓)�vi(✓)
�

�

+

�

�vi(y
i
(✓), ✓)�vi(

�
x

i
(✓), ✓)

�

� ⌘
⌘ A1 +A2, (11)

1 6 i 6 m.

Согласно теореме 1 из [3], примененной к
задачам (9) и (10), получаем, что для любо-
го " > 0 существует такое !3 > !2, что при
! > !3

A1 ⌘ |ui(✓)� vi(✓)| < "/2, (12)

1 6 i 6 m.

Установим аналогичную оценку для сла-
гаемого A2 в (11). А именно, докажем, что
для любого " > 0 существует такое !4 > !3,
что при ! > !4 выполняется оценка

A2 ⌘ |vi(yi
(✓), ✓)� vi(

�
x

i
(✓), ✓)| < "/2, (13)

1 6 i 6 m.

Зафиксируем произвольные точки (⇠0i, ✓)
и (⇠00i , ✓) 2 ⇧0 (1 6 i 6 m) такие, что
|⇠0i � ⇠00i | < �, и проведем через них харак-
теристики y

i
(✓; ⇠0i, ✓) и y

i
(✓; ⇠00i , ✓) (1 6 i 6 m)

соответственно. Здесь � � любое малое поло-
жительное число. Тогда
�

�vi(⇠
0
i, ✓)� vi(⇠

00
i , ✓)

�

� ⌘
⌘

�

�vi(y
i
(✓; ⇠0i, ✓), ✓)� vi(y

i
(✓; ⇠00i , ✓), ✓)

�

� ⌘
⌘

�

�v0i(✓)� v00i (✓)
�

�, (14)

где v0i и v00i � решения следующих систем:

dv0i
dt

= Fi(y
i
(t; ⇠0i, ✓), t, v

0
1, . . . , v

0
m),

dyi

dt
= ⇤i(y

i, t), t 2 (0, T ), (15)

y

i
(0) = y

i
(0; ⇠0i, ✓),

v0i(0) = gi(y
i
(0; ⇠0i, ✓))

и
dv00i
dt

= Fi(y
i
(t; ⇠00i , ✓), t, v

00
1 , . . . , v

00
m),

dyi

dt
= ⇤i(y

i, t), t 2 (0, T ), (16)

y

i
(0) = y

i
(0; ⇠00i , ✓),

v00i (0) = gi(y
i
(0; ⇠00i , ✓))

(1 6 i 6 m)
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соответственно. В силу условий 2) и 4) по тео-
реме о непрерывной зависимости решения от
начальных условий и правой части системы
получим

lim

!!1

�

�v0i(✓)� v00i (✓)
�

�

= 0, 1 6 i 6 m. (17)

Положим теперь

⇠0i ⌘ y

i
(✓) и ⇠00i ⌘ �

x

i
(✓) (1 6 i 6 m).

Тогда по теореме 1 из [3], примененной для ха-
рактеристик �

x

i
(✓) и y

i
(✓), получим, что при

достаточно больших ! условие ⇠0i � ⇠00i | < �
будет выполняться. Таким образом, для ука-
занных ⇠0i и ⇠00i верна оценка (17). Откуда с
учетом (14) следует оценка (13).

Тогда из (11), (12) и (13) следует неравен-
ство (6). Утверждение 1 теоремы доказано.

2. Утверждение 2 теоремы очевидно. При
этом фигурирующий в данном утверждении
параллелепипед D0 определен при доказа-
тельстве утверждения 1.

Теорема доказана. ⇤

Автор выражает большую призна-
тельность своему научному руководителю
В.Б. Левенштаму за постановку задачи и
внимание к работе.
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