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Abstract. Piezoelectric sensors are widely used in the structural health monitoring applications.
The failure of a number of the actuators can result in the wrong answer of the whole monitoring
system. Therefore dynamic behaviour of the damaged sensors should be investigated. For this
purpose a coupled mathematical model of the sensor attached to the composite layer must be
developed. In such a model the actuator could be simulated with a high precision finite element
method. In this paper the usage of the Chebyshev and Gauss–Legendre–Lobatto polynomials
in the high precision finite element model is discussed. The convergence of the displacements
and discrepancy between the solution and the boundary conditions are analyzed. The resonance
properties of the actuator are studied. The advisability of the Chebyshev polynomials usage for
the finite element actuator model is discussed in the conclusion.
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Введение
В настоящее время пьезоэлектрические

сенсоры и актуаторы широко применяются
в различных системах мониторинга целост-
ности и работоспособности конструкций. Од-
ним из способов получения информации о
состоянии конструкции является возбужде-
ние упругих волн с последующим сравнением
отклика системы, записанного с помощью на-
бора пьезоактивных элементов, с эталонным
откликом. Такой метод позволяет судить о
реальном состоянии конструкции в данный
момент времени. В данной схеме пьезоэлек-
трическим элементам отводится важная роль,
выход из строя ряда актуаторов может при-
вести к недостоверной работе всей системы
мониторинга. Поврежденные сенсоры могут
принимать �здоровый� отклик за сигнал о де-
фектах в конструкции, и наоборот. Поэтому
контроль состояния самих пьезоэлектриче-
ских сенсоров и актуаторов является неотъ-
емлемой частью всей системы мониторинга
состояния конструкции.

Отслоение актуатора можно рассматри-
вать как обобщенный вид дефектов � чем

сильнее отслоение от поверхности, тем более
поврежден сенсор. Для изучения влияния от-
слоения актуатора или сенсора на возбуждае-
мый и принимаемый им сигналы необходима
связанная математическая модель, описываю-
щая взаимодействие пьезоэлектрическго сен-
сора с упругим композитом. В [1] для описа-
ния актуатора на слое авторы использовали
пленочную модель, хорошо работающую для
достаточно тонких пьезоактуаторов. Мож-
но использовать еще более простую, несвя-
занную модель, описанную авторами в [2, 3].
Здесь действие актуатора на упругий слой
заменяется точечными силами, величины ко-
торых рассчитываются с учетом напряжений,
упругих и диэлектрических констант мате-
риала и размеров актуатора. Для моделиро-
вания реальных актуаторов сложной формы
одним из наиболее удобных является метод
конечных элементов [4–6], который можно ис-
пользовать совместно с полуаналитическим
интегральным подходом [7, 8], позволяющим
эффективно описывать волновые поля в сло-
истых композитах.
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Метод конечных элементов высокого по-
рядка точности (МКЭ ВПТ) предполагает
использование интерполяционных полиномов
специального вида. Для обеспечения эффек-
тивности связанной модели необходимо оце-
нить сходимость МКЭ ВПТ и целесообраз-
ность использования тех или иных интер-
поляционных полиномов. В [4] для описа-
ния перемещений и напряжений в пьезоэлек-
трическом актуаторе/сенсоре был использо-
ван МКЭ ВПТ на основе полиномов Гаусса–
Лежандра–Лобатто. В настоящей статье рас-
сматривается возможность использования по-
линомов Чебышева для решения аналогичной
задачи. Кроме того, производится оценка схо-
димости метода при использовании разных
интерполяционных полиномов в зависимости
от их степени и числа элементов, рассчиты-
ваются резонансные частоты пьезоактуатора,
оценивается их зависимость от геометрии сен-
сора.

Постановка задачи
Рассматривается пьезоэлектрический ак-

туатор, занимающий область ⌦ = [0, w]⇥[0, h]
с границей @S = S1 [ S2 [ S3 [ S4, см. рис. 1.
Динамическое поведение пьезоактуатора опи-
сывается уравнениями движения для пьезо-
упругого материала 8i, j = 1,2:
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. Свойства материала задаются тензором
упругих констант Cijkl, тензором констант
пьезоэлектрических напряжений ekij , тензо-
ром диэлектрической проницаемости "ik и
плотностью ⇢.

Для записи вариационной формулиров-
ки уравнения (1) необходимо домножить на
некоторые тестовые функции vi(x) и  (x) и
проинтегрировать по заданной области ⌦ [9].
После применения формулы интегрирования
по частям и с учетом свойства тензора упру-
гих постоянных Cijkl = Cijlk = Cjilk = Cjikl
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Рассматриваются установившиеся колеба-
ния uk(x1, x2, t) = uk(x1, x2) exp(i!t) с круго-
вой частотой ! и задаются следующие гра-
ничные условия:

• нормальные и касательные напряжения
отсутствуют на 2-х границах:

�(x)⌫ = 0, x 2 S2 [ S3; (4)
• напряжения на нижней границе равны

некоторой функции q(x):
�(x)⌫ = q(x), x 2 S1; (5)

• перемещения отсутствуют на границе
S4:

u(x) = 0, x 2 S4; (6)
• на нижней и верхней границах задан

электрический потенциал:

�(x) = V1, x 2 S1,
�(x) = V2, x 2 S3;

(7)

• электрическое поле на боковых грани-
цах отсутствует:

D · ⌫ = 0, x 2 S2 [ S4. (8)
Здесь ⌫ � вектор нормали к границе.

В качестве интерполяционных полиномов
используются полиномы 'i(x) [10], опреде-
ленные на интервале [�1, 1] и равные нулю
за пределами этого интервала
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Рис. 1. Постановочная картинка

где Tk(x) � полиномы Чебышева первого ро-
да степени k,

�ki =
2

Ncick�1
Tk(xi),

N � максимальная степень интерполяцион-
ных полиномов, i = i = 1, N + 1, коэффици-
енты ci задаются формулой

ci =

(

2, i = 1, N + 1;

1, i 6= 1, N + 1,

а xi � узловые точки, определяемые соотно-
шением [11]

xi = � cos
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i = 1, (N + 1),

причем узловые точки xi, i = 2, N определя-
ются как корни полиномов Чебышева второго
рода UN�1(x) степени N � 1, а в качестве x1,
xN+1 добавляются крайние точки интервала
[�1, 1].

Необходимо отметить следующее важное
свойство полиномов 'i(x) [10]

'i(xj) = �ij ,

здесь � � символ Кронекера.
Для построения точного решения уравне-

ний (2), (3) искомую область следует разбить
на конечные элементы, на каждом из кото-
рых находится численное решение, после чего
производится его сшивка на границах конеч-
ных элементов. Таким образом, область ⌦

разбивается на Mi элементов по оси Oxi
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Поскольку интерполяционные полиномы (9)
ортогональны на отрезке [�1, 1], необходимо
ввести следующее преобразование координат:
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связывающее глобальные переменные xi и ло-
кальные переменные ⇠lii на элементе li, где
li = 1,Mi – номер элемента по оси Oxi.

Решение системы интегральных уравне-
ний (2-3) находится в виде
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при этом вводятся следующие тестовые функ-
ции:
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t1 = 1,M1, t2 = 1,M2.

(12)
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Здесь индекс i = 1, 2 указывает на какую
из искомых функций u1 или u2 домножается
тестовая функция vi.

При подстановке (11), (12) в (2), (3) произ-
водится умножение локально-заданных функ-
ций (отличных от нуля только на элементе).
Соответственно произведения обращаются в
нуль, если функции заданы на разных эле-
ментах, т.е.
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l1 6= t1 _ l2 6= t2.
(13)

В зависимости от граничных условий вы-
бирается конкретный вид тестовых функций
vsi и  . Например, для выполнения условий
(6) тестовые функции выбираются таким об-
разом, что vsi = 0 при p1 = 1, t2 = 1 (при
x 2 S4). Более подробно способ выбора vsi ,  
описан в [4].

Подставляя (11), (12) в (2), (3) можно
получить систему линейных алгебраических
уравнений для решения задачи с учетом гра-
ничных условий (4)–(8). Система имеет вид
A1u = f1 для уравнения (2) и A2u = f2 –
для уравнения (3), где для удобства принято
u = {u1, u2,�}. Описание простроения подоб-
ной системы приведено в [4]. Разница заклю-
чается в том, что в [4] для расчета определен-
ных интегралов используются квадратурные
формулы Гаусса, а в данном случае интегра-
лы считаются аналитически. Для удобства
дальнейших преобразований вводятся следу-
ющие обозначения:

1
Z

�1

'i(x)'j(x)dx =

=

N
X

m=0

N
X

r=0

�mi�rj

1
Z

�1

Tm(x)Tr(x)dx = RI
ij ,

1
Z

�1

@'i(x)

@x
'j(x)dx =

=

N
X

m=0

N
X

r=0

�mi�rj

1
Z

�1

@Tm(x)

@x
Tr(x)dx =

= RID
ij , (14)

1
Z

�1

@'i(x)

@x

@'j(x)

@x
dx =

=

N
X

m=0

N
X

r=0

�mi�rj

1
Z

�1

@Tm(x)

@x

@Tr(x)

@x
dx = RD

ij .

Рассмотрим интеграл по контуру из урав-
нения (2) при подстановке в него (11), (12)
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С учетом граничных условий (4) этот ин-
теграл равен нулю на границах S2[S3. Ввиду
граничных условий (6) строки матрицы систе-
мы, относящиеся к узловым точкам на грани-
це S4, заполняются нулями за исключением
диагональных элементов, которые приравни-
ваются единице, компоненты вектора правой
части также приравниваются нулю. Таким
образом, значения u1l21i2k напрямую задаются
равными нулю на границе S4, поэтому инте-
грал (15) на этой границе можно не учиты-
вать. На S1 этот интеграл рассматривается с
учетом условий (5). Нормаль к этой границе
имеет вид ⌫ = {0,�1}. Все коэффициенты,
относящиеся только к границе S1, содержат
дополнительный множитель �t21. Тогда с уче-
том преобразования координат (10) можно
перейти к интегралу
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Рис. 2. Перемещения и напряжения на частоте 100кГц с использованием интерполяционных
полиномов Гаусса–Лежандра–Лобатто (слева) и Чебышева (справа)
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При заданных значениях m, i и t1 интеграл
в (16) можно посчитать аналитически, для
удобства он обозначен как q̂mt1

i .
Учитывая (14) и (16), итоговая система

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)
представляется в виде
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Численный анализ
Для верификации модели было выполне-

но сравнение с результатами, описанными
в [4]. При проведении численного анализа
использованы характеристики пьезоактуато-
ра из материала PIC 155 производства PI
Ceramic GmbH (Германия). Все приведен-
ные ниже результаты получены при значе-
ниях электрических потенциалов V1 = 50 В
и V2 = 0 В и с приложением к нижней
границе актуатора поверхностной нагрузки
q1 = 5H/м2 и q2 = 10H/м2. На рис. 2–7 пред-
ставлены результаты моделирования сенсора
размером 6⇥ 0,2 мм на разных частотах.

На рис. 2 показаны графики перемещений
и напряжений для пьезоактуатора, рассчитан-
ные для частоты 100 кГц с использованием
полиномов Чебышева (описываемая в рабо-
те модель) и Гаусса–Лежандра–Лобатто [4].
Можно видеть, что оба вида интерполяцион-
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Рис. 3. Оценка сходимости в перемещениях при использовании разного числа элементов

Рис. 4. Оценка сходимости в перемещениях при использовании полиномов разной степени

Рис. 5. Относительные значения перемещений u1 (слева) и u2 (справа) на границе S4, рассчитанные
с использованием N = 10 элементов
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Рис. 6. Напряжения �11 (слева) и �21 (справа) на границе S2

Рис. 7. Относительные значения напряжений �22 на границе S1, рассчитанные с использованием 5
(слева) и 10 (справа) элементов

ных полиномов дают очень близкие значения
перемещений и напряжений. Небольшое ис-
ключение составляют значения касательных
напряжений �21 в окрестности границы S4.

Более полный анализ предполагает ис-
следование сходимости и оценки выполне-
ния граничных условий для разных базис-
ных функций (полиномов Чебышева и Гаусса–
Лежандра–Лобатто). Графики сходимости
при разном числе элементов и фиксирован-
ной степени интерполяционных полиномов
на примере перемещений представлены на
рис. 3.

На рис. 4 приведены аналогичные графи-
ки, но полученные на основе интерполяцион-
ных полиномов разных степеней с использова-
нием одного или пяти элементов. Эти графи-
ки демонстрируют, что достаточно хорошая
точность достигается уже при использовании
3-х элементов и степени интерполяционных
полиномов N = 11. Если использовать поли-

номы степени N = 7, то следует разбивать
искомую область примерно на 8 конечных
элементов. Исследуя сходимость, можно за-
ключить, что для получения точного реше-
ния необходимо сначала повышать степень N
интерполяционных полиномов, а затем уве-
личивать количество элементов. Аналогич-
ные оценки были получены для уравнения
Лапласа в [5] и для анизотропных упругих
материалов в работе [11].

Также была исследована сходимость пере-
мещений и напряжений на границах к значе-
ниям, определяемым граничными условиями.
Относительные значения перемещений на гра-
нице S4 (здесь согласно граничным условиям
перемещения равны нулю) представлены на
рис. 5. Использование полиномов Чебышева
дает немногим более точную аппроксимацию
перемещений на границе нежели полиномов
Гаусса–Лежандра–Лобатто, которые также
обеспечивают приемлемую точность.
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Таблица 1. Резонансные частоты актуатора fn, кГц

Номер Полиномы Полиномы
частоты n Чебышева Гаусса-Лежандра-Лобатто

1 элемент 10 элементов 1 элемент 10 элементов
1 3,263 3,253 3,264 3,253
2 20,324 20,268 20,331 20,268
3 56,365 56,220 56,386 56,221
4 109,042 108,718 109,075 108,719
5 127,322 127,027 127,358 127,025
6 177,816 176,779 175,578 176,783

Согласно граничным условиям (4), напря-
жения �11 и �21 должны быть равны нулю
на границе S2. На графиках, приведенных на
рис. 6 можно видеть, что точность выполне-
ния граничных условий выше при использова-
нии 10 элементов по сравнению с разбиением
на 5 элементов.

На границе S1 напряжения �12 и �22 долж-
ны быть равны заданным поверхностным на-
грузкам q1 и q2 соответственно. Причем на
границе S4 эти величины принимают доволь-
но высокие значения, поскольку здесь не за-
даны никакие условия на напряжения. Из-за
этого при переходе от S4 к S1 возникает от-
носительно высокая ошибка в окрестности
нижнего левого угла. Для устранения этой
погрешности и получения адекватных значе-
ний напряжений на границе S1 необходимо
использовать достаточно большое количество
элементов (для целей настоящей работы � 10
элементов).

На рис. 7 представлены графики относи-
тельных значений напряжений �22, рассчи-
танные с использованием 5 (слева) и 10 (спра-
ва) элементов. Анализируя графики на рис. 2–
7, можно заключить, что решение пример-
но одинаковой точности может быть получе-
но при использовании как полиномов Чебы-
шева, так и полиномов Гаусса–Лежанждра–
Лобатто.

Описанный метод позволяет исследовать
резонансные свойства актуатора. В данной ра-
боте для контроля использовалось два подхо-
да к нахождению резонансных частот актуа-
тора fn. Для одного конечного элемента резо-
нансные частоты можно определить из усло-
вия равенства нулю определителя матрицы
СЛАУ (17), (18). В общем случае при исполь-
зовании произвольного количества конечных
элементов резонансные частоты вычислялись
как локальный максимум суммы квадратов
компонент вектора-решения ul1l2i1i2k .

В табл. 1 представлены резонансные ча-
стоты актуатора размером 6⇥ 0,2 мм, рассчи-
танные с использованием интерполяционных
полиномов Чебышева, и аналогичные дан-
ные, полученные в [4] с помощью полиномов
Гаусса–Лежандра–Лобатто. При использова-
нии небольшого числа элементов, значения
резонансных частот оказываются немного за-
вышены.

Аналогичная зависимость наблюдается и
для расчетов в среде Comsol [4]. Табл. 1 де-
монстрирует, что выбор интерполяционных
полиномов практически не влияет на рассчи-
тываемое значение резонансной частоты, чего
нельзя сказать о выборе количества конечных
элементов.

На рис. 8–9 представлены графики изме-
нения резонансных частот в зависимости от
размеров актуатора в диапазоне частот до
150 кГц. При увеличении ширины актуато-
ра резонансные частоты сгущаются и смеща-
ются в сторону более низких частот. А при
увеличении высоты сенсора (рис. 9) резонанс-
ные частоты смещаются в сторону более вы-
соких. На этих графиках можно видеть два
семейства резонансных частот, обозначенных
сплошными и пунктирными линиями. Тра-
ектории изменения резонансных частот не
имеют точек пересечения, за исключением
частоты, пересекающей все остальные, она
обозначается пунктирной линией на рис. 8-9.

Следует отметить, что на второе семей-
ство резонансных частот очень мало влияет
изменение высоты актуатора. Тем не менее
при изменении ширины актуатора все зна-
чения резонансных частот fn сдвигаются в
сторону более низких частот. Аналогичный
эффект был описан в [12], где рассматрива-
лось влияние ширины и глубины залегания
полосовой трещины в упругом слое на резо-
нансные свойства.
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Рис. 8. Резонансные частоты актуатора высотой 0,2 мм

Рис. 9. Резонансные частоты актуатора шириной 10 мм

Заключение

В данной работе описан подход к моде-
лированию пьезоэлектрического актуатора
МКЭ ВПТ с использованием полиномов Че-
бышева, проведена оценка сходимости мето-
да и степени выполнения граничных усло-
вий при использовании разного количества
конечных элементов и интерполяционных по-
линомов разной степен, а также выполнено
сравнение результатов моделирования с ана-
логичными результатами, полученными в [4],
где для расчета использовались полиномы
Гаусса–Лежандра–Лобатто. В качестве вы-
водов можно отметить, что, во-первых, для
достижения оптимальной точности решения
необходимо сначала повышать степень N ин-
терполяционных полиномов, а затем увеличи-
вать количество элементов. Во-вторых, было

показано, что интерполяционные полиномы
Чебышева, как и интерполяционные полино-
мы Гаусса–Лежандра–Лобатто могут быть ис-
пользованы для моделирования сенсора МКЭ
ВПТ, причем точность решения слабо зависит
от вида используемых полиномов. В работе
исследованы резонансные свойства актуато-
ра: рассчитаны резонансные частоты и про-
анализирована их зависимость от изменения
размеров сенсора.

Настоящая работа служит основой для
создания связанной математической модели,
описывающей динамическое поведение пьезо-
актуатора на упругой многослойной подлож-
ке и возбуждаемые им волновые поля. В та-
ком гибридном подходе актуатор будет описы-
ваться МКЭ ВПТ, а перемещения в слое � по-
луаналитическим интегральным подходом [7].
Решение будет строиться в частотной области,
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после чего с использованием преобразования
Лапласа будет рассчитываться нестационар-
ное решение. Учитывая данную схему, для
достижения непрерывности в перемещениях
и напряжениях в области контакта актуато-
ра со слоем будет необходимо использовать
преобразование Фурье от поверхностной на-
грузки. В таком случае для моделирования
актуатора МКЭ ВПТ значительно выгоднее
использовать полиномы Чебышева, посколь-
ку для их преобразования Фурье имеются
аналитические выражения, и, как показано
в настоящей работе, они дают точность ре-
шения, не меньшную, чем полиномы Гаусса–
Лежандра–Лобатто.

Автор выражает благодарность канд.
физ.-мат. наук М.В. Голубу за активное об-
суждение данной работы и ряд ценных заме-
чаний.
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