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Abstract. Development of mathematical models, which describe nonlinear processes, is a relevant
problem of practical importance. The present article concentrates on the approach to modeling
polarization of polycrystalline ferroelectric materials subjected to high electric field in the case of
plane strain. The model employed here is based on the Jiles–Atherton model. It is important
to emphasize that this Jiles–Atherton model, designed for one-dimensional case, is generalized
here on a two-dimensional case, taking into account the influence of the neighborhood electrical
domains on the process of their switching.

In the first step, polarization of the representative volume element is defined without including
mutual interaction between the neighbor domains. There’s introduced a new notion of ideal
polarization, which takes place in the ideal case, when the influence of neighboring domains on
the dipoles’ switching is ignored. In the second step, the correction of the model is carried out
through the consideration of domain wall dynamics and the influence of neighboring domains on
it. The convergence method is suggested to solve this system.

The article presents a broad range of computational experiments for the determination of the
model parameters.

The practical application of this model lies in the introduction of the elaborated algorithm into
the finite element package ACELAN.

Keywords: piezoelectric ceramics, polycrystalline ferroelectrics, ferroelectric hysteresis, nonlinear
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Введение

В последнее время возрос интерес к ма-
тематическим моделям, описывающим необ-
ратимые процессы поляризации и деполяри-
зации в поликристаллических сегнетоэлек-
триках в сильных электрических полях. При
моделировании таких процессов зачастую ис-
пользуют численные методы, например, ме-
тод конечных элементов. Но в этом случае
возникает необходимость построения опреде-
ляющих соотношений, которые для необрати-
мых процессов выражаются в виде нелиней-
ных гистерезисных зависимостей. Аналогич-
ные задачи возникают в моделях пластично-
сти, где также подобным образом необходимо
формулировать определяющие соотношения.
В связи с этим задача построения определяю-

щих соотношений для поликристаллических
сегнетоэлектрических сред, в которых проте-
кают необратимые процессы, является пер-
востепенной и требует своего досконального
исследования. Именно этим исследованиям и
посвящена эта работа.

Многие модели в той или иной форме
описывают переключение доменов поликри-
сталлического материала с использованием
различных критериев их переключения. Од-
ной из первых таких моделей была модель
ориентационных переключений [1], в кото-
рой приводятся условия переключений 180-
и 90-градусных доменов в виде простых три-
гонометрических неравенств. Однако гисте-
резисных петель построено не было.
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Рис. 1. Геометрия пьезокерамического образца и расположение электродов

Другим направлением является модели-
рование с помощью метода Прейзаха [2, 3], в
котором вводится понятие гистерона и соот-
ветствующие условия его переключения. Но
эта модель описывает только переключения
180-градусных доменов. В ней вводится в рас-
смотрение плотность вероятности распреде-
ления гистеронов по коэрцитивным и эффек-
тивным полям.

Для получения более реалистичной кар-
тины поляризации были введены модели, ко-
торые учитывают распределение доменов в
представительном объеме под действием элек-
трического поля. Поляризация представи-
тельного объема определяется совокупностью
доменов, входящих в этот объем, и находится
в два этапа. Вначале определяется поляри-
зация представительного объема без учета
влияния соседних доменов на процесс их пе-
реключений, а затем такое влияние учитыва-
ется энергетическим способом. Фактически
в этой модели взята за основу теория запер-
той стенки. А сама модель получила назва-
ние модели Джила–Атертона [4, 5]. Модель
Джила–Атертона изначально была создана
для ферромагнитных сред, а затем перенесе-
на на случай поликристаллических сегнето-
электриков.

В настоящем исследовании, в отличие
от вышеупомянутой работы, была построена
двумерная модель, которая полностью опира-
ется на модель Джила–Атертона, но является
более информативной и более приближенной
к реальным средам, а в ее основе лежат те
же физические подходы. Однако в математи-
ческом плане задача становится сложнее, она
описывается системой уравнений в дифферен-
циалах, для решения которой в работе пред-
ложен численный алгоритм ее решения мето-
дом последовательных приближений. Модель
включает в себя шесть параметров, которые

необходимо подбирать из экспериментальных
данных. Эти параметры имеют вполне опре-
деленный физический смысл и влияют на
поведение петель диэлектрического гистере-
зиса. В статье приводится комплекс вычисли-
тельных экспериментов для выбора парамет-
ров модели. Численные эксперименты пока-
зали эффективность предложенной модели
и возможность использования ее в качестве
определяющих соотношений в двумерном слу-
чае. Описанная модель может быть внедре-
на в конечно-элементный комплекс ACELAN,
которая позволит рассчитывать неоднород-
ные поля поляризации поликристаллических
сегнетоэлектрических тел, при воздействии
сильных электрических полей.

1. Постановка задачи. Вывод
предельной зависимости

Рассматривается задача о поляризации
прямоугольного керамического тела электри-
ческим полем, создаваемым системой элек-
тродов, например, как показано на рис. 1. Так
как электроды имеют такую геометрию, что
они не изменяются вдоль одного направления,
то и электрическое поле не будет изменяться
вдоль этого направления. В этом случае при-
менимы условия модели плоской деформации:
переключения доменов будут происходить в
одной плоскости.

Пусть на электродах потенциал изменя-
ется во времени таким образом, что возника-
ющее внутри электрическое поле будет вы-
зывать эффект поляризации керамики. То-
гда после снятия электрического напряжения
поляризация внутри объема не исчезает. Ха-
рактер распределения векторного поля этой
поляризации также не зависит от длины об-
разца.
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а) б)

Рис. 2. а) Ориентация векторов спонтанной поляризации неполяризованной керамики,
б) Ориентация векторов спонтанной поляризации в электрическом поле

Все вышесказанное позволяет нам перей-
ти к рассмотрению двумерной задачи для
сечения образца.

Под представительным объемом будем по-
нимать бесконечно малый двумерный объ-
ем по сравнению с основным сечением те-
ла, содержащий в себе достаточно большое
количество кристаллитов, и как следствие
этого � доменов. Вследствие структурного
фазового перехода все домены представитель-
ного объема получают спонтанную поляри-
зацию P

s

. Результирующая поляризация в
представительном объеме определяется про-
стым осреднением векторов спонтанной по-
ляризации входящих в него доменов. Для
геометрической интерпретации процесса пе-
реключения вводится в рассмотрение единич-
ная окружность, отнесенная к некоторой фик-
сированной декартовой системе координат с
единичными ортами i, j.

Вначале влиянием соседних доменов на
процесс переключения пренебрегаем. Рас-
смотрим представительный объем и поставим
в соответствие каждому домену единичный
вектор, коллинеарный направлению его оси
спонтанной поляризации с началом в единич-
ной окружности, как это показано на рис. 2а.

Прикладывая электрическое поле, замеча-
ем, что домены меняют ориентацию спонтан-
ной поляризации и располагаются в некото-
ром круговом секторе, угол раствора которо-
го зависит от величины электрического поля
и от типа сегнетоэлектрика, как это изображе-
но на рис. 2б. Положение вектора спонтанной
поляризации можно охарактеризовать углом
в глобальной системе и его можно предста-
вить в виде

P
s

= P
s

(i cos + j sin ),

где P
s

� величина спонтанной поляризации
сегнетоэлектрика.

В данной модели на первом этапе опре-
деляется функция распределения доменов и
строится вспомогательная предельная зависи-
мость между вектором поляризации и векто-
ром электрического поля, для случая, когда
влиянием соседних доменов друг на друга
пренебрегается. Это так называемый идеаль-
ный случай, для которого механизмы запира-
ния движения доменных стенок отсутствуют.

Эта предельная зависимость выводится
аналитически на основании теории Вейсса,
согласно которой на процесс переключения
доменов в частице оказывает влияние �эф-
фективное� поле, определяемое в следующем
виде: E

ef

= E+ ↵P
0

, где E � электрическое
поле, P

0

� остаточная поляризация частицы,
↵ � постоянная, которую необходимо опреде-
лить в дальнейшем.

Второе положение, на котором строится
модель это статистика Больцмана, согласно
которой в момент, когда происходит процесс
переключения доменов, распределение осей
доменов в эффективном поле отличается от
их распределения без поля на величину e�

U
kT ,

где U � потенциальная энергия домена в поле
E

ef

, k � постоянная Больцмана, T � темпе-
ратура.

Следуя рассуждениям работы [4], автором
получена формула для определения поляри-
зации после переключения всех доменов в
представительном объеме в идеальном слу-
чае, т. е. когда между доменами в частице
нет никаких электрических и механических
взаимодействий. Иными словами, выведен-
ная формула определяет наиболее выгодный
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случай переключения доменов в поле E
ef

P1 =

2⇡

R

0

 P
s

(i cos + j sin )d 

2⇡

R

0

 d 

,

 = e
(E

ef
1

cos +E
ef
2

sin )

a .

Здесь были введены постоянные P
s

и
a = kT/P

s

, которые подлежат в дальнейшем
определению.

2. Вывод энергетического соотношения

Реальная поляризация будет отличаться
от этой, так как имеющиеся механизмы за-
пирания движения стенок оказывают суще-
ственное влияние на процесс поляризации.

В процессе моделирования поляризации
важным шагом является оценка энергии,
необходимой для преодоления механизмов за-
крепления доменных стенок, когда электри-
ческое поле получает некоторое приращение.
Далее будем рассматривать произвольный
объем сегнетоэлектрика ⌦. Следуя основным
положениям работ [4, 6], энергию слома ме-
ханизмов, запирающих стенки доменов, для
произвольного объема ⌦ можно выразить в
виде

�U =

Z

⌦

n h�U
pin

i d⌦ =

=

Z

⌦

n
hU

⇡

i
2 |P

s

| |dE
ef

|dP0

dE
ef

d⌦,

где h�U
pin

i � энергия, затрачиваемая на
слом механизмов запирания, усредненная для
представительного объема. Эту энергию мож-
но выразить через hU

⇡

i � энергию переклю-
чения домена на максимальный угол, т. е. на
180�. Механизмы запирания в разных точ-
ках керамики схожи, но их количество мо-
жет меняться от домена к домену. Учитывая
огромное число доменов, естественно считать,
что �интенсивность� таких механизмов под-
чиняется статистическим законам. Поэтому
предыдущие соотношения дополнены неко-
торой плотностью распределения этих меха-
низмов в представительном объеме. Через
n обозначена средняя плотность запертых
стенок доменов в представительном объеме,

для которых энергия слома выражается через
h�U

pin

i.
Далее необходимо оценить работу поля

в поляризационном процессе, т. е. ту работу,
которая затрачивается на создание поляриза-
ции. Аналогично [4, 6], получили

�A = d

0

@

Z

⌦

EPd⌦

1

A�d

0

@

Z

⌦

E⌘(P
0

)E

2

d⌦

1

A

+

+ ↵d

0

@

Z

⌦

P2

0

2

d⌦

1

A

+

+

Z

⌦

Ed⌘(P
0

)E

2

d⌦�
Z

⌦

P
0

dE
ef

d⌦.

Полная поляризация рассматривается как со-
вокупность индуцированной и остаточной ча-
стей, т. е. P = P

e

+P
0

. Симметричный тензор
второго ранга ⌘ не зависит от величины элек-
трического поля, а зависит только от остаточ-
ной поляризации ⌘ = ⌘(P

0

). Как показано
в [6], за потери в циклическом процессе отве-
чает только пятый интеграл

�A = �
Z

⌦

P
0

dE
ef

d⌦.

После этого составляется энергетическое со-
отношение, учитывающее потери в реальном
процессе поляризации, потери в идеальном
случае и энергию, необходимую для слома
механизмов запирания доменных стенок

�
Z

⌦

P
0

dE
ef

d⌦ = �
Z

⌦

P1dE
ef

d⌦+

+

Z

⌦

n
hU

⇡

i
2 |P

s

| |dE
ef

|dP0

dE
ef

d⌦.

Введем k = n hUi
2Ps

� новую неизвестную ве-
личину, которую необходимо в дальнейшем
определить. В силу произвольности объема
интегрирования и эффективного электриче-
ского поля, получаем соотношение

P1 �P
0

= k
dP

0

|dE
ef

| ,

которое можно переписать в виде

dP
0

=

1
k
|dE

ef

| (P1 �P
0

),

dE
ef

= dE+ ↵dP
0

.
(2.1)
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Полученное уравнение в дифференциалах яв-
ляется искомым уравнением для определения
остаточной поляризации dP

0

.

3. Численное решение полученного
уравнения

Для решения полученного уравнения
предлагается использовать метод последова-
тельных приближений. Для этого будем рас-
сматривать уравнение (2.1) как уравнения в
конечных разностях

�P
0

=

1

k
|�E+ ↵�P

0

| (P1(P
0

)�P
0

). (3.1)

Представим процесс поляризации в виде
последовательности равновесных состояний
C(i). Переход от состояния C(i) к состоянию
C(i+1) связан с определением приращений
функций, т.е. P(i+1)

0

= P
(i)

0

+�P
(i)

0

и т.д.
Если электрическое поле получает при-

ращение �E(i), то наша задача из (3.1) по-
лучить приращение �P

(i)

0

. Очевидно, что
E(i)

+�E(i) и P
(i)

0

+�P
(i)

0

будут функциями
следующего C(i+1) состояния. Для определе-
ния приращения вектора остаточной поля-
ризации �P

(i)

0

при переходе от одного рав-
новесного состояния C(i) к C(i+1) состоянию
воспользуемся итерационным процессом

�P
(i)

0m

=

1

k

�

�

�

�E(i)

+ ↵�P
(i)

0m�1

�

�

�

⇥

⇥
⇣

P1(P
(i)

0m

)�P
(i)

0m

⌘

, (3.2)

P
(i)

0m+1

= P
(i)

0m

+�P
(i)

0m

. (3.3)
Индуцированную составляющую поляриза-
ции будем представлять в виде

P
e

= c(P1 �P
0

) + �E, (3.4)

где c, � � постоянные, также подлежащие
определению в дальнейшем. В (3.4), в отли-
чие от работы [4], было введено добавочное
слагаемое �E, которое отвечает за индуциро-
ванную составляющую поляризации даже в
случае диэлектрика, не являющегося сегнето-
электриком. Отметим, что добавление этого
слагаемого позволило получить более реали-
стичные гистерезисные петли.

Далее определяем полную поляризацию
P(i) при переходе от одного равновесного со-
стояния C(i) к C(i+1)

P(i)

= P(i)

e

+�P
(i)

0

.

4. Результаты численных
экспериментов

Как отмечалось в предыдущем разделе,
будем решать полученное уравнение методом
последовательных приближений. Параметры
↵, a, k, c, P

s

, � подбираются из условия сов-
падения расчетных и экспериментальных за-
висимостей, например, больших петель ди-
электрического гистерезиса. Для сходимости
метода необходимо убедиться, что существу-
ют такие диапазоны параметров ↵, a, k, c, P

s

,
�, при которых в (3.2)–(3.3) метод последова-
тельных приближений работает, т.е. оператор
будет сжимающим.

Задавшись значениями этих параметров,
организуем итерационный процесс (3.2) с ну-
левым начальным приближением прираще-
ния поляризации для определения прираще-
ния вектора остаточной поляризации �P

(i)

0

при переходе от одного равновесного состоя-
ния C(i) к C(i+1) состоянию. Условием выхо-
да из итерационного процесса будем считать
условие

�

�

�

�P
(i)

0

m+1

��P
(i)

0

m

�

�

�

< ".

Отметим, что это условие для значения
" = 10

�5 выполнялось при значениях m, не
превышающих 30 итераций.

Рассмотрим влияние параметров модели
на форму большой петли гистерезиса. На
рис. 3 представлены петли гистерезиса при
значениях параметра ↵: {9,6 · 106, 6,6 · 106,
3,6 · 106}

�

Вм

Кл

�

, при этом остальные парамет-
ры оставались неизменными: a = 2 · 106

�

в

м

�

,
c = 0,18, k = 1,5 · 106

�

м

в

�

, P
s

= 0,45
�

Кл

м

2

�

,
� = 1 · 10�8

�

Кл

м в

�

.
Анализируя приведенные результаты,

можно сделать вывод, что петля гистерезиса
тем круче, чем больше значение параметра.
Это объясняется тем, что параметр ↵ связан
с остаточной поляризацией в выражении эф-
фективного электрического поля. Чем боль-
ше значение параметра ↵, тем больше влия-
ние соседних доменов.

На рис. 4 показано влияние парамет-
ра a, который принимал значения из сле-
дующего множества a: {1,4 · 106, 6,4 · 105,
4,4 · 105}

�

в

м

�

, при неизменных значениях
остальных параметров: ↵ = 6,3 · 106

�

Вм

Кл

�

,
c = 0,28, k = 5,5 · 106

�

м

в

�

, P
s

= 0,45
�

Кл

м

2

�

,
� = 1,4 · 10�8

�

Кл

м в

�

.
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а) б) в)

Рис. 3. Большая петля гистерезиса при а) ↵ = 9,6 · 106; б) ↵ = 6,6 · 106; в) ↵ = 3,6 · 106
�Вм

Кл
�

а) б) в)

Рис. 4. Большая петля гистерезиса при а) a = 1,4 · 106, б) a = 6,4 · 105, в) a = 4,4 · 105
� в

м
�

Можно сделать вывод, что параметр a
влияет как на пологость петли, так и на ее
форму. Это связано с тем, что чем выше тем-
пература, тем меньше переключения доменов,
следовательно, петля становится уже.

На рис. 5 демонстрируется как с ростом
параметра k: {1·106, 2·106, 3·106}

�

м

в

�

меняет-
ся петля гистерезиса. Остальные параметры
остаются неизменными: ↵ = 9,6 · 106

�

Вм

Кл

�

,
a = 2,1 · 106

�

в

м

�

, c = 0,28, P
s

= 0,45
�

Кл

м

2

�

,
� = 1 · 10�8

�

Кл

м в

�

.
Параметр k связан с потенциальной энер-

гией U поворота домена на 180� в поле E
ef

.
Чем больше потенциальная энергия U , тем
большее поле надо приложить и, следователь-
но, петля расширяется. Чем меньше энергия
домена в поле, тем при меньшем его значении
происходят переключения доменов.

Наконец, из рис. 6 видно, что с
ростом параметра c: {0,1, 0,38, 0,58},
уменьшается поперечная зона внутри об-

ласти петли. Остальные параметры оста-
ются неизменными: ↵ = 9,6 · 10

6

�

Вм

Кл

�

,
a = 2,1·106

�

в

м

�

, P
s

= 0,45
�

Кл

м

2

�

, k = 2·106
�

м

в

�

,
� = 1 · 10�9

�

Кл

м в

�

.

Рассмотренные примеры показывают, что
варьируя параметры модели, можно с боль-
шой вероятностью подобрать их так, что рас-
четная гистерезисная петля будет совпадать
с экспериментальной. Например, мы взяли в
качестве экспериментальных данных резуль-
таты работ как зарубежных, так и российских
авторов [7–9]. Эти петли показаны на рис. 7–9
сплошной линией и соответствуют керамике
PLZT.

Например, при a = 2 · 105
�

в

м

�

, ↵ =

= 2,3 · 106
�

в м

Кл

�

, c = 0,8, k = 5 · 105
�

м

в

�

,
P
s

= 0,3
�

Кл

м

2

�

, � = 1 ·10�8

�

Кл

м в

�

, мы получаем
кривую, изображенную пунктирной линией
на рис. 7. Видно, что экспериментальная и
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а) б) в)

Рис. 5. Большая петля гистерезиса при а) k = 1 · 106, б) k = 2 · 106, в) k = 3 · 106
�м

в
�

а) б) в)

Рис. 6. Большая петля гистерезиса при а) c = 0,1, б) c = 0,38, в) c = 0,58

расчетная кривые достаточно хорошо совпа-
ли.

В качестве второго примера приведем ги-
стерезисную зависимость остаточной поляри-
зации от приложенного электрического поля
для керамики PZT, полученной методом изо-
статического холодного прессования. На рис.
8 сплошной линией показана эксперименталь-
ная кривая. На этом же рисунке пунктирной
линией показана расчетная кривая, наложен-
ная на экспериментальную.

Для данного случая выбраны следую-
щие параметры модели: a = 6,1 · 105

�

в

м

�

,
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�
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�

, c = 0,2, k = 1,1 · 106
�
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,
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= 0,5
�
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2
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, � = 1 · 10�9

�
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�

.
В работе [9] исследованы процессы пере-

ключения сегнетомягких керамических мате-
риалов на основе цирконата-титаната свинца
и приведены экспериментальные петли ди-
электрического гистерезиса. На рис. 9 показа-

но сравнение экспериментальной петли и пет-
ли, рассчитанной с помощью модели с пара-
метрами: a = 1,57 ·106

�

в

м

�

, ↵ = 6,79 ·106
�

в м

Кл

�

,
c = 0,3, k = 6,5 · 105

�

м

в

�

, P
s

= 0,5
�

Кл

м

2

�

,
� = 1 · 10�8

�

Кл

м в

�

.

Заключение

Рассмотрена задача об определении оста-
точной поляризации представительного объ-
ема сегнетоэлектрического материала, поме-
щенного во внешнее электрическое поле в
рамках модели плоской деформации. Полу-
ченные уравнения и проведенные вычисле-
ния показали возможность обобщения модели
Джила–Атертона на двумерный случай для
поликристаллических сегнетоэлектрических
сред. Практическое применение данной моде-
ли заключается в построении определяющих
соотношений между полной поляризацией и
электрическим полем, а также в возможно-
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Рис. 7. Экспериментальная петля гистерезиса
для керамики PLZT (сплошная линия) и ее

аппроксимация (пунктирная линия)

Рис. 8. Экспериментальная петля гистерезиса
остаточной поляризации для керамики PZT

(сплошная линия) и ее аппроксимация
(пунктирная линия)

Рис. 9. Сравнение расчетной (пунктирная линия) и экспериментальной петли гистерезиса
поляризации для твердого раствора на основе ЦТС (сплошная линия)

сти использования разработанной модели и
численного алгоритма в конечно-элементном
комплексе ACELAN.
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