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Abstract. Block elements’ properties which have different types of approximations and form
complex block structures which have inhomogeneity of different nature. Particularly, it referred
to opportunity of composition material formation which contain of hardenable inhomogeneity of
sheath strained material type. Detailed analysis of different approximations’ methods of block
elements is given in the work and it is proved that they have two basic forms: bundled and
uncoiled one. Uncoiled form of block element coincides with typical solution of boundary tasks.
Bundled form has integral approximation and that is it which allows to examine block elements
as topological objects and plot quotient topology for junction of block elements in block structure.
In the basis of the research approach of block element and factorization method lie. This approach
helps to research and to solve boundary problems for systems of differential equations, which can’t
be researched by means of other approaches.
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1. В работе показано, что блочные элемен-
ты проходят при своем построении несколько
стадий, на которых их возможности и функ-
ции оказываются разными. Установлено, что
на некоторых стадиях они наиболее удобны
для исследовательских целей и целей констру-
ирования новых блочных структур. Эта ста-
дия названа упаковкой блочного элемента, а
элемент называется упакованным. На другой
стадии, названной распаковкой или раскры-
тием блочного элемента, блочные элементы
наиболее удобны для проведения расчетов и
наглядного исследования решений. Показано,
что все исследования граничных задач су-
ществующими методами разделения перемен-
ных, интегральными преобразованиями, раз-
личными подстановками, с точки зрения раз-
виваемой теории были направлены на постро-
ение решений именно в форме раскрытого
блочного элемента. Именно это сдерживало
применение указанных методов к граничным
задачам в неклассических областях, не вкла-
дывавшихся в рамки групп преобразований
пространства [1,2]. Метод блочного элемента,

как показано в [3], является конвергентным
не только в том, что объединяет несколько
подходов, но и расширяет возможности иссле-
дования граничных задач в неклассических
областях. Для применения метода требуется
выполнение нескольких шагов преобразова-
ний, связанных с привлечением аппаратов
внешнего анализа, факторизации, топологии
и других разделов математики [4]. В настоя-
щей работе в сопоставлении метода блочного
элемента с существующими подходами и бо-
лее полного выявления связей с ними, а также
с целью демонстрации удобств при его при-
менении в практических целях, излагаются
три стадии преобразований при построении
блочного элемента, упрощающие его постро-
ение и применение. Ниже демонстрируется
алгоритм применения метода на этих стадиях
на примере граничных задач в классической
и неклассической областях.

2. Первую стадию целесообразно на-
звать формированием блочного элемента.
Она включает в себя постановку граничной
задачи для системы дифференциальных урав-
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нений в частных производных с постоянны-
ми коэффициентами, рассматриваемой в про-
странстве медленно растущих обобщенных
функций H

s

. Граничную задачу для системы
P дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами в частных производ-
ных произвольного порядка дифференциро-
вания в выпуклой трехмерной области ⌦ в
предположении разрешимости, независимо от
типа граничной задачи и области рассмотре-
ния, можно записать в виде
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На границе @⌦ задаются следующие гранич-
ные условия
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Заметим, что подобно интегральному методу
факторизации, в дифференциальном мето-
де факторизации граничная задача решается
точно, если ⌦ является полупространством.
В случае, если область ⌦ является выпук-
лой � задача сводится к решению системы
нормально разрешимых псевдодифференци-
альных уравнений.

С целью систематизации изложения диф-
ференциального метода факторизации, выде-
лим несколько этапов.

Сведение дифференциальных уравнений
преобразованием Фурье или иными инте-
гральными преобразованиями к функцио-
нальному уравнению.

Трехмерным преобразованием Фурье ви-
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она сводится к функциональному уравнению
представимому в форме
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Здесь @⌦
n

� ориентированный элемент топо-
логического разбиения единицы границы @⌦,
!n � вектор внешней формы, построенный
на этом элементе.

Здесь K(↵) � полиномиальная матрица-
функция порядка P .

Вектор внешних форм ! имеет в качестве
компонент двумерные функции вида
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Это же относится и к внешним формам !n
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Здесь введены векторы произвольной систе-
мы координат из покрытий

касательного расслоения поверхности те-
ла. В декартовой системе координат для ка-
сательных векторов произвольного элемента
покрытия приняты обозначения:
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Коэффициенты внешних форм представлены
в [4].

Удовлетворение заданным граничным
условиям (5) достигается внесением в пред-
ставление внешних форм значений вектора
решения ' (@⌦) и его производных по нор-
мали на @⌦, взятых из граничных условий.
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Наличие производных по касательным во вни-
мание не принимается. Внешние формы со-
держат значения решения '

n

и его производ-
ных на границе @⌦. Из граничных условий (2)
подбором и обращением невырожденной мат-
рицы находятся функции или производные
по нормали на границе и вносятся в соответ-
ствующие представления внешних форм !.
Остальные функции или производные по нор-
мали должны быть найдены из псевдодиф-
ференциальных уравнений, получаемых при
преобразовании функциональных уравнений.

Осуществляется дифференциальная фак-
торизация матрицы-функции K(↵) функци-
онального уравнения [4]. Сведение функци-
онального уравнения к системе псевдодиф-
ференциальных уравнений достигается вы-
числением форм-вычетов Лере для функций
нескольких комплексных переменных. Этим
действием выполняется автоморфизм при
отображении носителя на себя. Опуская вы-
кладки, представленные в отмеченных рабо-
тах, приходим к соотношениям вида
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Простроенные соотношения являются си-
стемой псевдодифференциальных уравнений.
Допуская, что требуемые поставленной зада-
чей интегральные уравнения извлечены из
псевдодифференциальных уравнений и реше-
ны, а результат внесен во внешние формы, вы-
полняется вторая стадия блочного элемента,
называемая упаковкой. Упакованный блоч-
ный элемент имеет компактный вид
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параметру ↵⌫

3

, причем определитель первой
содержит нули только в верхней полуплоско-
сти, а второй � только в нижней. В таком
виде он представляет топологическое много-
образие с краем. В этой форме он удобен для
формирования блочной структуры, построе-
ния в ней неоднородностей, полостей, трещин,
включений, жестких или деформируемых, со-
пряжения с деформируемыми или жесткими
блоками. Все это достигается формированием
соотношений эквивалентности между данным
блоком и аналогичным соседним. Для этого
на основе отношений эквивалентности стро-
ится фактор-топология декартовых произве-
дений носителей блочных элементов и топо-
логических пространств вектор-функций, по-
строенных на них. Неотъемлемым свойством
правильно построенного блочного элемента
является возможность вычисления в пред-
ставлении решения одного интеграла методом
теории вычетов. Это называется раскрытием
или распаковкой блочного элемента. Вычис-
лив этот интеграл, получим следующее пред-
ставление раскрытого блочного элемента
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зависят от заданных гранич-
ных условий, формы области ⌦, а также от
свойств матрицы-функции K (↵). Рассматри-
вая вид раскрытого блочного элемента (6),
легко усмотреть в нем вид выражения, в ко-
тором ищутся решения систем обыкновенных
дифференциальных уравнений, а также урав-
нений в частных производных с постоянными
коэффициентами методом экспоненциальных
подстановок или разделения переменных [5,6].
На основании этого можно сказать, что вся
практика применения указанных методов сво-
дилась к исследованию раскрытых или распа-
кованных блочных элементов. В результате
круг доступных для решения задач сужался.
Он оказывался применимым только для клас-
сических областей, отклонение от которых
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исключало возможность решения граничных
задач указанными методами.

3. Для иллюстрации изложенного рас-
смотрим примеры.

Пример 1. В слое ⌦ с параллельными гра-
ницами, толщины b� a ставится граничная
задача для дифференциального уравнения в
частных производных следующего вида:
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приходим к одномерной краевой задаче
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Для построения решения граничной зада-
чи применим экспоненциальную подстановку
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Внеся в правую часть (11) заданные гранич-
ные условия (9), получим уравнение вида

� (↵
3

) =

=

�

↵2

3

+ k2
��1

h

F
2

ei↵3

b � �

0
(a) ei↵3

a�

� i↵
3

� (b) ei↵3

b

+ i↵
3

F
1

ei↵3

a

i

. (13)

Здесь ради упрощения формул у функций
� (↵

1

,↵
2

, a), � (↵
1

,↵
2

, b), � (↵
1

,↵
2

, x
3

) опуще-
ны не изменяющиеся два первых аргумента
и все действия выполняются над третьим ар-
гументом, то есть приняты их обозначения
� (a), � (b), � (x

3

).
Рассматривая соотношение (13) в локаль-

ных системах координат, потребовав выполне-
ние автоморфизма � отображения отрезка на
себя, приходим к псевдодифференциальным
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уравнениям вида.
8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

kF
1

e�k(b�a)

+ F
2

� �

0
(a) e�k(b�a)�
� k� (b) = 0,

� kF
1

+ F
2

e�k(b�a) � �

0
(a)+

+ k� (b) e�k(b�a)

= 0,

(14)

Их решение дает следующие значения иско-
мых выражений

�

0
(a) =

�kF
1

sh k (b� a) + F
2

ch k (b� a)
,

� (b) =
kF

1

+ F
2

sh k (b� a)

k ch k (b� a)
.

Внося эти значения в формулу (13) и приме-
нив тройное обращение Фурье, приходим к
представлению решения � блочного элемента
граничной задачи в слое в виде

' (x
1

, x
2

, x
3

) =

=

1

8⇡3

ZZZ

R

3

e�i(↵x)

�

↵2

3

+ k2
��1⇥

⇥


n

k2F
1

ei↵3

a

sh k (b� a)+

+ i↵kF
1

ch k (b� a) ei↵3

a � kF
2

ei↵3

a

o

+

+

n

�i↵ei↵3

bF
2

sh k (b� a)+

+ F
2

k ch k (b� a) ei↵3

b � kF
1

i↵ei↵3

b

o

�

⇥

⇥ [k ch k (b� a)]�1 d↵
1

d↵
2

d↵
3

, (15)

(↵x) = ↵
1

x
1

+ ↵
2

x
2

+ ↵
3

x
3

, a 6 x
3

6 b.

Полученное выражение, представляющее со-
бой топологический объект � многообразие
с краем, называется упакованным блочным
элементом.

Подобные упакованные блочные элементы
для других слоев могут очень просто сопря-
гаться друг с другом, если представлены в
таком виде.

На языке топологии необходимо строить
фактор-топологию носителей и определенных
на них функций с учетом отношений экви-
валентности граничных условий. В данном
простейшем случае достаточен �транзит� гра-
ничных условий в зоне склейки слоев. В упа-
кованном блочном элементе, если операция
построения выполнена правильно, интеграл

по параметру ↵
3

всегда вычисляется по тео-
рии вычетов. Выполнив это действие, полу-
чим раскрытый или распакованный блочный
элемент, который имеет вид

' (x
1

x
2

x
3

) =

1

4⇡2

ZZ

R

2

e�i(↵

1

x

1

+↵

2

x

2

)⇥

⇥
n

(f
1

ke�kb

+ f
2

e�ka

)ekx3

+

+ (f
1

ekbk � f
2

eka)e�kx

3

o

⇥

⇥ [2k ch k (b� a)]�1 d↵
1

d↵
2

.

Решение совпадает с построенным с помощью
экспоненциальной подстановки. Как сказано
выше, именно такие распакованные блочные
элементы строились методом разделения пе-
ременных, интегральными преобразования-
ми, различными подстановками. Они несколь-
ко проще, чем упакованный блочный элемент,
содержатся в нем, но, как показывает сле-
дующий пример, имеют более ограниченный
набор граничных задач, которые можно ис-
следовать этими методами. Ниже приводится
сравнительно простой пример граничной за-
дачи, который доступен для исследования
методом блочного элемента и не решаем пе-
речисленными подходами.

Пример 2. Изучим рассмотренную выше
граничную задачу для дифференциального
уравнения (1) в области ⌦, занимающей ци-
линдр в направлении оси 0x

3

с треугольным
сечением в плоскости x

1

0x
2

, имеющим вер-
шины в точках (0,0), (x

01

,0), (0, x
02

), x
01

> 0,
x
02

> 0. Внешняя нормаль к стороне x
01

x
02

составляет угол ⌫ с осью 0x
1

, а расстояние
этой стороны от начала координат равно p.
В этом случае в принятой системе координат,
которую будем называть абсолютной, коор-
динаты вершин треугольника имеют выраже-
ния

x
10

=

p

cos ⌫
, x

20

=

p

sin ⌫
.

Применив к граничной задаче преобразова-
ние Фурье по параметру x

3

, получим двумер-
ную граничную задачу в сечении x

1

0x
2

.
Будем считать, что на ориентирован-

ных границах, сторонах треугольника x
01

0,
0x

02

, x
02

x
01

, построены правые локальные
системы координат x⇡

1

0

⇡x⇡
2

, x0,5⇡
1

0

0,5⇡x0,5⇡
2

,
x0,5⇡�⌫

1

0

0,5⇡�⌫x0,5⇡�⌫

2

, причем координатные
оси с индексом 1 направлены вдоль сторон,
а с индексом 2 � по внешней нормали. Верх-
ние индексы в принимаемых обозначениях
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характеризуют угол поворота локальной си-
стемы координат по отношению к абсолютной.
На названных выше сторонах треугольника в
той же последовательности задаются гранич-
ные условия в виде функций g

1

(x⇡
1

), g
2

(x0,5⇡
1

),
g
3

(x0,5⇡�⌫

1

), которые считаются достаточно
гладкими. Погружая граничную задачу в то-
пологическую структуру, описанную выше, и
выполнив все связанные с методом блочного
элемента действиями, как и в первом пункте
по аналогии приходим к упакованному блоч-
ному элементу, имеющему вид
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, x
3

) =

=
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, (16)
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(↵⇡
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(↵0,5⇡

1

), F
3

(↵0,5⇡�⌫

1

)

o

является результатом некоторого линейного
непрерывного отображения вектора

n

g
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(x⇡
1

), g
2

(x0,5⇡
1

), g
3

(x0,5⇡�⌫

1

)

o

в пространство преобразований Фурье на ор-
тах. Распаковав блочный элемент путем вы-
числения одного интеграла, в правильно упа-
кованном блочном элементе это всегда воз-
можно, приходим к раскрытому блочному
элементу, представимому в форме
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(17)

При вычислении интегралов необходимо тре-
бовать, чтобы в соответствии с формулами пе-
рехода в каждой системе координат рассмат-
ривалась одна и та же точка (x

1

, x
2

, x
3

), ле-
жащая внутри треугольника, и учитывались
якобианы при замене переменных в интегра-
лах. Авторам не известны работы, в которых
было бы выполнено решение рассмотренной
граничной задачи методом разделения пере-
менных, либо иным аналитическим подходом.

Разница между упакованным и раскры-
тым блочными элементами состоит в том, что
в упакованном виде блочный элемент, позво-
ляющий решать граничные задачи, не под-
дающиеся решению другим методам, может
унифицировано сопрягаться с другими блоч-
ными элементами той же или иных размер-
ностей и строить уже упакованные блочные
семейства, сохраняя единую топологическую
структуру. В свою очередь распакованный
блочный элемент дает наглядное представле-
ние о характере решения и позволяет изучать
его свойства, выделять особенности и зоны ло-
кализации. Именно благодаря вышеперечис-
ленному удалось впервые построить модель
стартового землетрясения, выявив опасные
зоны концентрации напряжений [7, 8].
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