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Abstract. Calculation of stress-strain state of structures and their elements, working in conditions
of unsteady effects of different physical nature, in the general case reduces to the solution of
boundary initial value problems of mechanics-related fields. But the solution of unsteady problems
in continuum mechanics along with the elastic diffusion problems is associated with serious
mathematical challenges. On the on hand, these are due to the need of Laplace transform
conversion used to solve problems of this type. On the other hand, the complexity of solving
the unsteady problem significantly increases with its dimension. Depending on certain types
of boundary conditions, the solution for these problems may be obtained using the Fourier
trigonometric series (or sine and cosine transforms), which significantly simplifies the originals’
finding algorithm. The disadvantage of this method is the restricted application area, which is
due to the specifics of boundary conditions.

We propose a method to solve the initial value problems of elastic diffusion, based on the
construction of a system of Volterra integral equations of the 1st kind. These equations connect
the right-hand sides of the boundary conditions of two different tasks of the same dimension and
geometry. Kernels of integral operators are the Green’s functions of a solved problem. The method
is demonstrated on the example of two-dimensional elastic diffusion problem for the orthotropic
layer. For the solution of the integral equations the quadrature formulas of medium rectangles are
used. As quadrature formulas used rectangles formula. These solutions are presented in the form
of graphs.

Keywords: elastic diffusion, mechanical diffusion, time-dependent problems, Green’s function.

Введение

Расчет напряженно-деформированного со-
стояния конструкций и их элементов, рабо-
тающих в условиях нестационарных воздей-
ствий различной физической природы, в об-
щем случае сводится к решению начально-
краевых задач механики связанных полей.
Аналитическое решение этих задач, в том чис-
ле задач упругой диффузии связано с больши-
ми математическими трудностями. С одной
стороны, эти сложности обусловлены необхо-
димостью решать системы дифференциаль-

ных уравнений в частных производных. Да-
же в случае стационарных задач эти решения
приводят к громоздким выкладкам. С другой
стороны, при решении нестационарных задач,
как правило, используется преобразование
Лапласа. И здесь возникают известные труд-
ности, связанные с его обращением. При опре-
делённых типах граничных условий решение
этих задач можно построить в виде тригоно-
метрических рядов Фурье, что существенно
упрощает нахождение оригиналов [1, 2].
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Для того чтобы построить решение
начально-краевой задачи при произвольных
граничных условиях предлагается использо-
вать алгоритм, основанный на построении
соотношений между правыми частями гра-
ничных условий двух различных задач [3].
Тогда достаточно решить какую-либо одну
(эталонную) задачу, а все другие задачи с
помощью построенных ниже соотношений бу-
дут сводиться к ней. Предложенная методи-
ка демонстрируется на примере двумерной
нестационарной задачи упругой диффузии
для ортотропной полосы.

1. Общее описание алгоритма

Пусть имеется начально-краевая задача,
которую в дальнейшем будем называть �ис-
ходной�:
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, i = 1, 3 � линейные матричные диф-
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� вектор-функции правых частей кра-
евых условий (1.2).

Наряду с ней рассматривается �эталон-
ная� краевая задача, в которой искомая
функция удовлетворяет уравнению (1.1) и
краевым условиям
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где N
i

, i = 1, 2 � линейные матричные диф-
ференциальные операторы; g
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и g
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� вектор-
функции правых частей граничных условий
(1.4).

Решение задачи (1.1), (1.3), (1.4) представ-
ляем в виде
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Подстановка решения этой системы в (1.5)
приводит к решению исходной задачи (1.1)–
(1.3).

Замечание. Эталонная задача выбирает-
ся не единственным способом. Критерием под-
бора эталонной задачи является минималь-
ная размерность системы (1.6).

2. Двумерная задача упругой
диффузии для полосы

Рассмотрим в качестве примера задачу
для ортотропной полосы, ограниченной пря-
мыми x
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угольная декартова система координат). Дву-
мерные физико-механические процессы в сре-
де описываются моделью связанной упругой
диффузии [1, 2, 4] (точками обозначены про-
изводные по времени ⌧):
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Начальные условия задач примем нулевы-
ми
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Здесь и далее используются следующие
безразмерные параметры (при одинаковом
написании они обозначены штрихом, кото-
рый в дальнейшем изложении и в формулах
(2.1)–(2.3) опущен):
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При определенных граничных условиях
нестационарные задачи механодиффузии для
полосы допускают решение методом разде-
ления переменных, осуществляемого с помо-
щью интегрального преобразования Фурье-
Лапласа и рядов Фурье [1,2]. В данном случае
такой подход не может быть применен, так

как однородные граничные условия, соответ-
ствующие (2.2), могут быть удовлетворены
решениями вида
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но эти разложения не удовлетворяют уравне-
ниям (2.1).

Поэтому будем искать решение задачи
(2.1)–(2.3) с помощью алгоритма, изложен-
ного в предыдущем пункте. Для этого будем
использовать эталонную задачу со следующи-
ми краевыми условиями:
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Решение задачи (2.1), (2.2), (2.4) найде-
но в работах [1, 2] и в интегральной форме
имеет вид (звездочки обозначают свёртку по
времени ⌧ и координате x
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включающих в себя уравнения (2.1), началь-
ные условия (2.4) и следующие граничные
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где � (⌧) � дельта-функция Дирака; �
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вол Кронекера, i = 1, 2. В соответствии с
предложенным алгоритмом полагаем, что ре-
шение эталонной задачи (2.1), (2.2), (2.4) удо-
влетворяет равенствам
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Полученная система (2.6) является дву-
мерным аналогом системы (1.6). Выполнив
далее в (2.6) преобразование Фурье по пере-
менной x
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, получим систему интегральных
уравнений Вольтерра 1-го рода (здесь индекс
�F� означает трансформанту Фурье, �!� �

параметр преобразования Фурье, �⇤� � сверт-
ка по времени):
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Основной сложностью при решении си-
стемы (2.7) является то, что функции
GF
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(!,1, ⌧), являясь ядрами ин-
тегральных операторов в (2.7), имеют особен-
ность при ⌧ = 0. Согласно [1, 2]
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Тета-функция Якоби имеет при ⌧ = 0

интегрируемую особенность порядка �1/2.
Следовательно, такую же особенность име-
ет функция GF

33

. В этом случае, следуя [3],
домножим каждое из уравнений (2.7) на
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d⌧/ (⇠ � ⌧)1/2 и проинтегрируем от 0 до ⇠. По-
лучим

⇠

Z

0

K1

(!, ⇠ � t) f2F

31

(!, t) dt�

�
⇠

Z

0

K2

(!, ⇠ � t) f2F

32

(!, t) dt =

= �

1

(!, ⇠) ,
⇠

Z

0

K2

(!, ⇠ � t) f2F

31

(!, t) dt�

�
⇠

Z

0

K1

(!, ⇠ � t) f2F

32

(!, t) dt =

= �

2

(!, ⇠) ,

(2.8)

где

K1

(!, ⇣) =

⇣

Z

0

GF

33

(!,0, ⇣ � ⌧)

⌧1/2
d⌧,

K2

(!, ⇣) =

⇣

Z

0

GF

33

(!,1, ⇣ � ⌧)

⌧1/2
d⌧,

�

k

(!, ⇠) =

⇠

Z

0

'F

k

(!, ⌧) d⌧

(⇠ � ⌧)1/2
,

причём ядра Kk

(!, ⇣) не имеют особенностей
при ⇣ = 0.

Для решения системы (2.8) используем
квадратурные формулы. Разбиваем область
[0, T ] изменения времени ⌧ на N отрезков точ-
ками ⌧

i

= ih с равномерным шагом h = T/N
и вводим сеточные функции yk

i

= f2F

3k

(!, t
i

),
Kk

i

= Kk

(!, ⇣
i

). Каждый из интегралов в
(2.8) при ⌧ = ⌧

i

приближенно заменяем сум-
мой, соответствующей формуле средних пря-
моугольников
Z

⇠i

0

K l

(!, ⇠
i

� t) f2F

3k

(!, t) dt ⇡

⇡ hSlk

i�1/2

(!) + hK l

1/2

(!) yk
i�1/2

(!) ,

Slk

i�1/2

(!) =
i�1

X

j=1

K l

i�j+1/2

(!) yk
j�1/2

(!)

(k, l = 1, 2) ,

где узлы находятся по формулам

⇠
i�1/2

=

⇠
i�1

+ ⇠
i

2

= h

✓

i� 1

2

◆

,

⇠
i�j+1/2

= ⇠
i

� ⇠
j�1/2

= h

✓

i� j +
1

2

◆

,

i = 1, N.

В результате приходим к рекуррентной
последовательности систем линейных алгеб-
раических уравнений (i > 1)

Ay
i�1/2

= b
i�1/2

, (2.9)

где

A =

 

K1

1/2

�K2

1/2

�K2

1/2

K1

1/2

!

,

y
i�1/2

=

 

y1
i�1/2

y2
i�1/2

!

, b
i�1/2

=

 

b1
i�1/2

b2
i�1/2

!

,

b1
i�1/2

(!) = �

1

�

!, ⇠
i�1/2

�

/h�

� S11

i�1/2

+ S22

i�1/2

,

b2
i�1/2

(!) = ��

2

�

!, ⇠
i�1/2

�

/h+

+ S21

i�1/2

� S12

i�1/2

, (i > 1) .

Решение системы (2.9) имеет вид

y1
i�1/2

=

K1

1/2

b1
i�1/2

+K2

1/2

b2
i�1/2

⇣

K1

1/2

⌘

2

�
⇣

K2

1/2

⌘

2

,

y2
i�1/2

=

K2

1/2

b1
i�1/2

+K1

1/2

b2
i�1/2

⇣

K1

1/2

⌘

2

�
⇣

K2

1/2

⌘

2

.

(2.10)

Подставив это решение в (2.5), получим
решение исходной задачи (2.1)–(2.3).

Положим для расчета в (2.2)

f1

11

(x
1

, ⌧) = f1

21

(x
1

, ⌧) = f1

12

(x
1

, ⌧) =

= f1

22

(x
1

, ⌧) = f1

32

(x
1

, ⌧) ⌘ 0,

f1

31

(x
1

, ⌧) = e�"x

2

1H (⌧) , " = 0,01.

Тогда правые части системы (2.7) равны

'F

1

(!, ⌧) = f1F

31

(!, ⌧) = f (!)H (⌧) ,
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Рис. 1. График численного решения для f2F
31 (!, ⌧)

f (!) = (⇡/")1/2 e�!

2

/(4"), 'F

2

(!, ⌧) = 0.

Считаем, что материал слоя алюминий, име-
ющий следующие характеристики:

L = 1 м, T
0

= 773 К, ⇢ = 2700 кг/м3,

C
1111

= 9,05 · 1010 Н/м2,

C
1122

= 5,55 · 1010 Н/м2,

C
1212

= 3,50 · 1010 Н/м2,

D
11

= D
22

= 6,70 · 10�6 м2/с.

Численное решение системы (2.7), полу-
ченное с помощью формул (2.10), имеет вид,
представленный на рис. 1 и 2.

Расчёты проводились для N = 100 точек
разбиения по времени ⌧ . Отметим, что при
уменьшении вдвое шага разбиения графики
практически совпадают.

Заключение

Предложенный алгоритм позволяет по-
строить решение начально-краевой задачи с
произвольными граничными условиями, ис-
пользуя решение эталонной задачи, в каче-
стве которой была выбрана задача (2.1), (2.2),

(2.4). Как было отмечено, эталонная задача
выбирается неединственным образом. Здесь,
например, в качестве эталонной задачи мож-
но было выбрать задачу с краевыми условия-
ми вида:

u
1

|
x

2

=0

= f2

11

(x
1

, ⌧) ,

�
22

|
x

2

=0

= f2

21

(x
1

, ⌧) ,

⌘|
x

2

=0

= f2

31

(x
1

, ⌧) ,

u
1

|
x

2

=1

= f2

12

(x
1

, ⌧) ,

�
22

|
x

2

=1

= f2

22

(x
1

, ⌧) ,

⌘|
x

2

=1

= f2

32

(x
1

, ⌧) .

(2.11)

Однако в этом случае системы (2.6) и (2.7)
будут состоять из четырех уравнений относи-
тельно четырех неизвестных функций. Таким
образом, правильный выбор эталонной зада-
чи может существенно упростить решение
исходной задачи.

Для задачи (2.1), (2.2), (2.4) характерно
то, что граничные условия содержат произ-
водные нечетного порядка от функций u

1

, ⌘
и четного порядка от функции u

2

по перемен-
ной x

2

. Соответственно, в задаче с краевыми
условиями (2.11) имеет место обратная ситуа-
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Рис. 2. График численного решения для f2F
31 (!, ⌧)

ция. Очевидно, что множество задач, облада-
ющих вышеуказанными свойствами, отнюдь
не ограничено рассмотренными примерами.
Их выбор здесь в качестве возможных эта-
лонных задач обусловлен тем, что граничные
условия в них имеют определенных механи-
ческий смысл.

В заключение отметим, что область при-
менимости данного метода не ограничена гео-
метрией области. Алгоритм можно использо-
вать при решении начально-краевых задач в
произвольных криволинейных координатах.
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