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Abstract. The presence of the interfacial layer between the reinforcing fibers and the matrix
is one of the structural features of reinforced composite materials. The properties of this layer
are unknown and may vary during operation when an adhesion failure between the reinforcing
fiber and the matrix takes place. The work is dedicated to modeling of the interfacial layer in
reinforced composite materials and determination of its parameters (mechanical properties and
size) using analytic solutions for a laminated cylinder with subsequent study of the possibility of
using the results obtained for a representative volume of the composite in the form of a prismatic
block for which a full-scale experiment is possible. The interphase layer is modeled by isotropic
elastic material with unknown properties; the problem of defining its properties is formulated as
an inverse coefficient problem of elasticity theory. The force applied to end of cylinder and the
radial displacement of the lateral surface of the cylinder is the additional information for solving
the inverse problem if given its end displacement. The system of equations is obtained, from
which the Young’s modulus and Poisson’s ratio of interfacial layer with a given thickness or its
thickness, and one of the parameters of the elastic properties are defined. Prismatic representative
volume of reinforced composite with interfacial layer is modeled using the finite element method
in the package ANSYS. Characteristics of stress deformed state of cylindrical and prismatic
representative volumes are compared at the wide range of the elastic properties’ changes of the
materials of its components. The possibility of determining the parameters of the interfacial layer
in a prismatic sample using the method developed for the cylindrical sample using additional
information about its deformation is showed, as a result of this comparison. These numerical
experiments, including the “noisy” data demonstrate effectiveness of the developed method.

Keywords: interfacial layer, composite cylinder, modeling composite.

Введение

В связи с широким применением компо-
зиционных материалов (КМ), возникает про-
блема описания адгезионных взаимодействий
между различными их фазами. Особое зна-
чение эта проблема приобретает при модели-
ровании армированных КМ, подверженным
циклическим нагрузкам, в результате кото-
рых возникают нарушение адгезии, а следо-
вательно, и изменение механических свойств
КМ. Одним из принятых в отечественной
и зарубежной литературе способов построе-
ния модели такого взаимодействия является

введение некоторого межфазного связующе-
го слоя (МФС). Это в свою очередь требует
разработки методов идентификации свойств
МФС. Так в работе [1] на основе трехслойно-
го составного цилиндра предложена модель
межфазного слоя, включающая аналитиче-
ский и численный подходы и позволяющая
рассматривать анизотропные композиты, мо-
делировать процессы на границе раздела фаз.
В работе [2] рассмотрены методы математи-
ческого моделирования межфазного слоя на
основе изотропного упругого материала, а
также методы определения его механических
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Рис. 1

свойств. В [3] представлены методы модели-
рования неоднородностей и скрытых дефек-
тов структуры композита. В исследовании [4]
представлены методы масштабного модели-
рования армированных композитов, позволя-
ющие интегрировать собственно отдельные
структуры материалов в систему. В [5] было
проведено множество опытов с целью опреде-
ления механизма передачи напряжений через
МФС. С. А. Лурье с соавторами [6–16] разра-
ботаны различные модели межфазного слоя
и адгезионного взаимодействия, в том числе,
с использованием градиентной теории упру-
гости.

В данной работе проведено моделирова-
ние армированного КМ с межфазным слоем
в виде изотропного линейно упругого мате-
риала с дальнейшим определением механи-
ческих свойств и геометрических характери-
стик МФС, а также указан набор экспери-
ментов, измерения в которых могут служить
входной информацией для предложенных мо-
делей.

1. Постановка задачи

Рассмотрим многослойный цилиндр с ра-
диусами r

1

, r
2

, r
3

(нижний индекс говорит о
номере слоя в модели) и длинной l (рис. 1)
в рамках линейной теории упругости. Урав-

нения равновесия в цилиндрической системе
координат имеют вид [17]
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� параметры Ламе, которые выражены через
модуль Юнга E и коэффициент Пуассона ⌫,
далее нижний индекс у этих величин будет
соответствовать номеру слоя.

Граничные условия имеют вид
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касательные напряжения на всей поверхно-
сти цилиндра равны нулю. Кроме этого, т.к.
цилиндр составной, на границах фаз будут
выполняться условия непрерывности компо-
нент вектора смещений и напряжений.

2. Аналитическое решение
Решение системы уравнений (1.1)–(1.3)

для задачи �растяжения – сжатия� будем
искать в виде

U = U(r) ; U
�

= 0 ; W = W (z). (2.1)

Что приводит к следующим соотношениям:
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Здесь и далее верхний индекс у компонент
вектора перемещений и тензора напряжений
означает номер слоя.

Учитывая граничные условия (1.4) и усло-
вия непрерывности,
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С учетом ограниченности решения при r = 0

и закрепления при z = 0 (C
2

= C
12

= 0) по-
лучим систему уравнений для определения
оставшихся произвольных постоянных:
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3. Постановка и решение обратной
задачи идентификации межфазного

слоя

В обратной задаче идентификации меж-
фазного слоя требуется определить его ме-
ханические свойства E

2

, ⌫
2

или размеры
(h = r

2
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1

).
Дополнительной информацией для ре-

шения этой задачи служит сила F
0

, изме-
ренная на верхнем торце цилиндра и ради-
альное смещение его боковой поверхности,
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нительным уравнениям
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где S
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� площадь торца соответству-
ющего слоя модели.

В результате соотношения (2.4)–(3.1) пред-
ставляют собой систему 10 уравнений с 10-
ю неизвестными. В работе эксперимент по
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а) б)

в)

Рис. 2

измерению дополнительной информации за-
менялся предварительным решением задачи,
в том числе конечноэлементным, с извест-
ными свойствами МФС. Решение обратной
задачи показывает достаточно точное совпа-
дение искомых характеристик с заданными в
предварительном расчете.

В обратной задачи идентификации раз-
мера межфазного слоя требуется определить
его толщину h = (r

2

� r
1

), когда одна из его
механических характеристик E

2

, ⌫
2

задава-
лась.

Учет погрешности измерений приводит к
результатам, представленным на рис. 2. По
вертикальным осям отложены относительные
погрешности модуля упругости, коэффици-
ента Пуассона и толщины межфазного слоя
(в процентах), обозначенные через �E, �⌫,
�h соответственно. По горизонтальным осям
отложена относительная погрешность (в про-
центах) измерения дополнительной информа-
ции.

Решение задачи для трехслойного круго-
вого цилиндра является модельным. В реаль-
ном эксперименте представительный объем
состоит из пакета призматической формы,

армированного нитями. Поэтому рассмотрим
решения аналогичных задач для единичного
пакета представительного объема (одной ар-
мирующей нити в призматической матрице)
и пакета таких объемов.

Сравним два решения: для составного
трехслойного цилиндра (рис. 3а) и единично-
го пакета представительного объема (рис. 3б),
сторона квадратного сечения которого рав-
на внешнему диаметру составного цилиндра.
При этом первая задача (1.1)–(1.4) решается
аналитически, вторая (с аналогичными гра-
ничными условиями на торцах и свободными
боковыми гранями) � методом конечных эле-
ментов.

Результаты расчета показывают, что ради-
альные перемещения на боковой поверхности
цилиндра, найденные на основе аналитиче-
ского решения, и нормальные перемещения
точек средней линии боковых граней приз-
мы (рис. 3б), рассчитанные с помощью МКЭ,
практически совпадают (отличие не превос-
ходит 0,5 %).

На рис. 4а представлено распределение
относительного по сравнению с радиальным
перемещением U

c

отклонения нормального
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а) б) в)

Рис. 3

перемещения точек боковых граней призмы
в зависимости от расстояния до средней ли-
нии и процентной доли компонент компози-
та. Для выбранных материалов композита
и их объемных процентных долей отклоне-
ние перемещений точек боковой поверхности
единичной призмы от значений перемещений
точек средней линии не превышает 9 %.

Численный анализ напряженного состо-
яния всех 3-х моделей (рис. 3) показывает,
что нормальные напряжения �

z

при одина-
ковом осевом перемещении торца близки и
отличаются не более, чем на 1 %.

Были рассчитаны зависимости нормаль-
ных напряжения и радиальных перемещения
в моделях цилиндра и призмы в зависимо-
сти от отношения модулей упругости мате-
риалов, составляющих элементарный пакет
⇣

E
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E
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;E
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=

E

3

E

1

⌘

. На рис. 4б представ-
лено распределение относительной разницы
нормальных напряжений на торце цилиндра
и призматического представительного объема
в зависимости от параметров E

21

, E
31

.
Расчеты, проведенные для различных

призматических пакетов (например, рис. 3в),
показывают, что на основе измерения средне-
го перемещения точек боковых поверхностей
дополнительная информация для решения
обратной задачи (радиальное перемещение
поверхности единичного цилиндра, рис.3а)
может быть определена с точностью до 3.5 %
(рис. 5).

На основании результатов численных экс-
периментов, представленных на рис. 4б, сила
F
0

, необходимая в качестве дополнительной
информации для решения обратной задачи
для расчетной схемы цилиндрического паке-
та, может быть с достаточной степенью точ-
ности определена через силу F
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, измеренную
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из соотношения

F
0

+

✓

E
3

C
11

1 + ⌫
3

+

⌫
3

E
3

(2C
9

+ C
11

)

(1 + ⌫
3

) (1� 2⌫
3

)

◆

⇥

⇥ (S
K

� S
C

) = F
D

, (3.2)

где S
K

� площадь торца представительного
объема с квадратной матрицей, S

C

� пло-
щадь торца представительного объема с круг-
лой матрицей.

Вывод

Разработанный метод идентификации па-
раметров межфазного слоя, основанный на
использовании аналитического решения для
слоистого цилиндра, позволяет определить их
с точностью проведения измерений в экспери-
менте с цилиндрическим образцом. На основе
численного эксперимента показано, что иден-
тификация этих свойств может быть проведе-
на и при использовании измерений экспери-
мента с призматическим представительным
объемом однонаправленного армированного
композита с различным процентным соста-
вом его компонент в широком диапазоне из-
менения относительных свойств межфазного
слоя и матрицы. Определение механических
свойств межфазного слоя может быть исполь-
зовано в предсказании нарушения адгезии
между армирующей нитью и матрицей, что
позволит решить обратную задачу идентифи-
кации поврежденного состояния материала.
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