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Abstract. In this work the new notion of “external analysis”, representing mathematical analysis
of the objects constructed with the help of exterior algebra, in particular, exterior forms arising
when solving of boundary problems with topological method is carried out, is introduced. External
analysis in this case has no connection to algebra, being a mathematical analysis needed to solve
a problem. The external analysis the part of the study without which the study and solving of a
boundary problem with topological method cannot be carried out.

It is not associated with the construction of exterior forms for topological manifolds, which refers
to the exterior algebra, but with mathematical analysis of the exterior forms that have arisen in the
application of topological methods for boundary problems, and has found numerous applications
in many studies. This concept has already come into use in many studies, suggesting that the
mathematical analysis of exterior forms and of pseudo differential, integral and functional equations
arising from these is applied in the research process. In this work a more precise definition of
the external analysis is given and its relation to the exterior algebra is considered. Examples of
application of the external analysis in the study of boundary problems in the theory of strength
and collapse, as well as seismology, quantum mechanics and mathematical physics are given. In
particular, the use of external analysis for the study of the preliminary stage and the possibility of
occurrence of a starting earthquake because of harmonic oscillations of lithospheric plates and the
basis on which they are located, caused by a vertical harmonic influence, is demonstrated. Firstly,
the representation of the boundary problem functional equation for the lithospheric plates is
constructed, using the method of exterior algebra. Then the mathematical analysis of the exterior
forms built for lithospheric plates is carried out, which is called external analysis. As a result of its
application the arising pseudo-differential and functional equations are constructed and studied,
which has no relation to the exterior algebra. It is shown that in this case the occurrence of the
starting earthquake is possible, and the possibility of its occurrence is even higher than in the
static case.
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Введение

1. Понятие �внешняя алгебра� впервые
было введено Грассманом [1]. Внешняя алгеб-
ра � это алгебраический аппарат для описа-
ния порождения многомерных пространств
одномерными. Достигается это рядом преоб-
разований, включающих введение внешних
произведений и внешних форм [1–4]. Приме-
нение внешней алгебры для исследования и
решения граничных задач для систем диф-
ференциальных уравнений в частных произ-
водных топологическим методом в областях с
границей впервые было осуществлено в рабо-
те [5]. До выхода этой работы ни в отечествен-
ной, ни в зарубежной печати не было работ,
посвященных применению одновременно то-
пологических и факторизационных методов в
граничных задачах, что детально разъяснено
в [6].

В работе [5] внешняя алгебра послужила
лишь средством, позволившим свести систе-
му дифференциальных уравнений в частных
производных к новому типу функциональ-
ных уравнений. В процессе этих построений
были использованы внешние формы. Даль-
нейшие преобразования в этой работе были
связаны уже не с внешней алгеброй, а с ма-
тематическим анализом нового типа функ-
циональных уравнений, потребовавших раз-
работки способов дифференциальной факто-
ризации матриц-функций с элементами, за-
висящими от нескольких комплексных пере-
менных, преобразования внешних форм, вы-
числения форм-вычетов Лере, реализации ав-
томорфизма, построения псевдодифференци-
альных уравнений, их исследования, извле-
чения из них интегральных уравнений и со-
здания методов их решения. Все это уже ни-
как не вкладывается в задачи и возможности
внешней алгебры. Поэтому все повторяющие-
ся однотипные действия при применении то-
пологических методов в граничных задачах,
начиная от факторизации функций и матриц-
функций, вычисления форм-вычетов Лере, и
вплоть до построения представлений реше-
ний граничных задач названо авторами внеш-
ним анализом. Первые исследования, в кото-
рых применялась внешняя алгебра [5, 7–11]
и вслед за этим внешний анализ, были по-
священы исследованию решений граничных
задач для уравнений в частных производных
с постоянными коэффициентами и выполне-
ны только в работах авторов статьи. В этих

работах внешняя алгебра была применена
для сведе́ния краевых задач для уравнений в
частных производных с постоянными коэф-
фициентами к представлению в виде функци-
ональных уравнений для функций несколь-
ких комплексных переменных. Это было до-
стигнуто переходом в граничной задаче в вы-
пуклой ограниченной области для уравнений
в частных производных к представлению ре-
шения с помощью трехмерных внешних форм.
Затем посредством применения к трехмерно-
му интегралу с внешней формой формулы
Стокса были получены двумерные интегралы
по границе области, описываемые двумерны-
ми внешними формами. На этом применение
внешней алгебры в рассматриваемой зада-
че заканчивается и начался внешний анализ,
включающий уже математический анализ по-
строенных интегралов, содержащих двумер-
ные внешние формы.

Рассматривая границу, как двумерное
топологическое многообразие, на котором
построены внешние формы, осуществив
дифференциальную факторизацию матриц-
функций (термин также впервые введен ав-
торами [5, 7–11], как и дифференциальный
метод факторизации, введенный вслед за ин-
тегральным, принадлежащим Н. Винеру [9]),
вычисляя формы-вычеты Лере для реализа-
ции автоморфизмов, строятся системы псев-
додифференциальных уравнений. Затем из
них извлекаются системы интегральных урав-
нений в соответствии с заданными граничны-
ми условиями. Показывается, что системы
интегральных уравнений можно регуляризо-
вать, выделив главные, обратимые, и подчи-
ненные операторы, применив топологическое
разбиение единицы. С таким же успехом на
базе внешних форм в дальнейшем строятся
функциональные уравнения. Этот прием при-
менения математического анализа внешних
форм, приводящий к построению псевдодиф-
ференциальных уравнений и последующему
их исследованию, как сказано выше, называ-
ется внешним анализом. Название удачное,
поскольку оно объясняет связь исследований
с внешними формами, их преобразованиями
при вычислении форм-вычетов Лере и встре-
чается только при исследовании граничных
задач. Оно многократно использовалось как
в фундаментальных, так и прикладных ис-
следованиях, прежде всего, российскими уче-
ными, поскольку требовало широкого круга
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знаний математики высокого уровня [7–31] и
никак не подхватывалось зарубежными уче-
ными, несмотря на переводы основных ра-
бот в США. Авторы предпринимали попытки
вовлечь в эти исследования ученых зарубе-
жья, особенно в период подготовки Олим-
пийских игр, но ожидаемого результата не
достигли [27–29]. Название �внешний анализ�
у ученых, работающих в этой области, не вы-
зывает вопросов, поскольку ясно указывает
на круг осуществляемых преобразований при
исследовании граничных задач топологиче-
ским методом.

Внешний анализ был применен в боль-
шом числе работ, как чисто теоретических,
так и прикладных. Следующим этапом ис-
следований в этой области, также использу-
ющим внешний анализ, явилось построение
метода блочного элемента [12], подхода, поз-
воляющего строить решение граничных за-
дач для систем дифференциальных уравне-
ний в частных производных с постоянными
или переменными коэффициентами в обла-
стях, являющихся результатом разделения
области задания граничной задачи на части,
с последующим �склеиванием� (построение
фактор-топологий соответствующих тополо-
гических пространств). В том случае, если
точно решены все псевдодифференциальные
уравнения, получается точное решение ис-
ходной граничной задачи. Внешний анализ
по указанной схеме применен в криволиней-
ных системах координат � в сферических и
цилиндрических в граничных задачах, имею-
щих векторные собственные функции. Наи-
более важные прикладные результаты полу-
чены при исследовании блочных структур,
среди которых задачи для тел с покрытия-
ми, имеющими скрытые дефекты [15–22]. С
применением внешнего анализа обнаружен
новый тип землетрясения, названный стар-
товым, поскольку оно может произойти до
того, как сближающиеся литосферные плиты
начнут взаимодействовать. Разрушение про-
исходит в связи с появлением сингулярных
составляющих в зоне концентрации контакт-
ных напряжений сблизившихся литосферных
плит [30, 31]. Ниже в качестве иллюстрации
кратко излагается схема применения внешней
алгебры и внешнего анализа в проблеме оцен-
ки возможности стартового землетрясения
при гармонических вертикальных внешних

воздействиях на сближающиеся литосферные
плиты и основание.

1. Граничная задача для покрытий на
деформируемом основании

Рассматривается блочная структура, со-
стоящая из двумерных горизонтально распо-
ложенных разнотипных литосферных плит
в форме полуплоскостей, контактирующих
между собой по прямолинейной границе.
Блочная структура расположена на поверх-
ности трехмерной линейно деформируемой
подложки. Рассматриваемые блочные струк-
туры находятся под вертикальным гармони-
ческим внешним воздействием. Проводимое
исследование опирается на теорию скрытых
дефектов и выявленное стартовое землетря-
сение [20–22,30, 31].

Воспользуемся построениями, выполнен-
ными для описания скрытых дефектов в сре-
дах с покрытиями [20–22,30], считая, что по-
крытия представляют полуплоскости с па-
раллельными границами, удаленные друг от
друга на расстояние 2✓ и находятся на некото-
ром линейно деформируемом основании. Ли-
тосферные плиты моделируются пластинами
Кирхгофа. Считаем, что пространство меж-
ду разнотипными плитами является пустым,
а на торцах плит действуют внешние силы,
направленные по правилу внешних векторов.
В локальной системе координат x
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Связь между граничными напряжения-
ми и перемещениями на поверхности упругой
среды, на которой находятся плиты, имеет
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комплексных переменных ↵k, в частности, ме-
роморфная. Многочисленные примеры при-
ведены в [32, 33].

Здесь для пластин приняты обозначения:
⌫b � коэффициент Пуассона, Eb � модуль
Юнга, hb � толщина , ⇢b � плотность, ! �
частота колебаний. g
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тактных напряжений и внешних давлений,
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ложки, например, толщина слоя.

2. Внешняя алгебра в построении
функционального уравнения

Функциональные уравнения граничной за-
дачи можно представить в виде [20–22,30]
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Внешние формы !b имеют вид, представлен-
ный в [30].
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3. Внешний анализ в исследовании
функционального уравнения

Осуществим дифференциальную факто-
ризацию коэффициента функционального
уравнения по параметру ↵

2

, считая ↵
1

ве-
щественным

(↵2

1

+ ↵2

2

)

2 � "
43b = K

+

K�,

K⌥ = (↵
2

� ↵
21±)(↵2

� ↵
22±),

↵
21± = ±i

q

↵2

1

�p
"
43�,

↵
22± = ±i

q

↵2

1

+

p
"
43�.

Радикалы положительны при ↵
1

! 1.
Осуществим автоморфизм, вычислив

формы-вычеты Лере, и получим псевдодиф-
ференциальные уравнения граничной задачи.
С учетом принятых обозначений можем пред-
ставить псевдодифференциальные уравнений
для левой плиты в форме
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Аналогично для правой плиты
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Введем следующую систему обозначений

Y� = {y
1�, y2�} , Z� = {z

1�, z2�} ,

Yr = {y
1r, y2r} , Zr = {z

1r, z2r} ,
F
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k
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53rF2

(↵
1

,↵
22+

)(tr � gr).

В результате псевдодифференциальные урав-
нения для этого случая можно переписать в
виде системы алгебраических уравнений

A�Y� +B�Z� +K� = 0,

ArYr +BrZr +Kr = 0.
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Рассмотрим тот случай, когда изгибающий
момент и перерезывающая сила равны нулю,
то есть торцы плит свободны от напряжений,
Y� =0, Yr =0.

Система уравнений принимает вид
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+ ⌫r↵
2

1

)z
1r�

� i↵
21+

⇥

↵2

21+

+ (2� ⌫r)↵
2

1

⇤

z
2rt = �k

1r,

(↵2

22+

+ ⌫r↵
2

1

)z
1r�

� i↵
22+

⇥

↵2

22+

+ (2� ⌫r)↵
2

1

⇤

z
2r = �k

2r,

(↵2

21� + ⌫�↵
2

1

)z
1��

� i↵
21�

⇥

↵2

21� + (2� ⌫�)↵
2

1

⇤

z
2� = �k

1�,

(↵2

22� + ⌫�↵
2

1

)z
1��

� i↵
22�

⇥

↵2

22� + (2� ⌫�)↵
2

1

⇤

z
2� = �k

2�.

Внеся найденные из этой системы реше-
ния в выражения для внешних форм в
(2.2), и взяв U
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Коэффициенты Ab, Bb имеют сложный вид
и здесь не приводятся.

При исследовании решения первого урав-
нения доказано тем же методом, что и в [30],
что для ✓ > 0 имеют место следующие свой-
ства контактных напряжений между плитами
и подложкой.

g
3�(x1, x2) = �

1�(x1, x2)(�x
2

� ✓)�1/2,

x
2

< �✓,

g
3r(x1, x2) = �

1r(x1, x2)(x2 � ✓)�1/2,

x
2

> ✓.

Здесь �
1b(x1, x2), b = �, r непрерывные по

обеим координатам функции при достаточно
гладких t

3b, b = �, r [32].
Обращение уравнения (3.1) при ✓ = 0

строится традиционным методом Винера–
Хопфа [32] и приводит при x

2

! 0 к сле-
дующим свойствам решений

g
3�(x1, x2) ! �

2�(x1, x2)x
�1

2

+

+ �
3�(x1, x2) ln |x2|+

+ �
4�(x1, x2) signx2,

g
3r(x1, x2) ! �

2r(x1, x2)x
�1

2

+

+ �
3r(x1, x2) ln |x2|+

+ �
4r(x1, x2) signx2. (3.2)

Функции �nb(x1, x2), b = �, r; n = 2, 3, 4 непре-
рывны по обоим параметрам.

Таким образом, в гармоническом случае,
как и в статическом, могут возникать стар-
товые землетрясения при подходящих значе-
ниях внешних воздействий, не приводящих к
нулю коэффициенты при сингулярной функ-
ции в контактных напряжениях.
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Заключение

В работе дано определение понятия внеш-
него анализа, применение которого продемон-
стрировано на примере конкретной гранич-
ной задачи. Это определение является уни-
фицированным, поскольку необходимость ис-
пользования описанного выше внешнего ана-
лиза является пока незаменимым при иссле-
довании топологическим методом краевых
задач для систем дифференциальных урав-
нений в частных производных.

Сложность математического аппарата на
этапе внешнего анализа не позволяет вовлечь
в исследование в этой области широкий круг
как отечественных, так и зарубежных уче-
ных, более тяготеющих к применению чис-
ленных методов. Исследования по настоящей
тематике ведутся лишь ограниченным чис-
лом ученых и в каждой области прикладной
математики, где метод удавалось применить,
были получены либо новые, ранее не извест-
ные результаты, либо повторены известные.
Достоинство топологических методов состо-
ит в возможности решения краевых задач в
областях с границей, уходящей на бесконеч-
ность, в построении решений, содержащих
сингулярности, в возможности учета сильно
осциллирующих коэффициентов в дифферен-
циальных уравнениях, а также в точном удо-
влетворении дифференциальным уравнениям
в области.

Немаловажной стороной подхода являет-
ся возможность разбиения области на про-
стые блоки, решение граничных задач для
них и дальнейшее склеивание решений (по-
строение фактор-топологий соответствующих
топологических пространств). Недостаток
подхода � требование знания математиче-
ских методов высокого уровня и громозд-
кость представлений, для которых пока не
построены соответствующие программы.

По мнению авторов, исследовательские
учреждения, имея отечественный приоритет
в создании описанных методов, могут поста-
вить, хотя бы в качестве эксперимента, задачи
его применения в самых сложных и не решен-
ных проблемах, как это было сделано в про-
блеме сейсмической безопасности Сочинской
Олимпиады, приведшей к новым открытиям.
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