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Abstract. Thermomechanical characteristics of biological tissues can serve as an important
diagnostic factor in medicine. However at the moment the characteristics of biological tissues are
studied insufficiently. This is due to the lack of reliable methods of non-invasive identification. In
work the approach to identification of thermomechanical characteristics of a layer based on results
of works on the solution of coefficient inverse problems of thermoelasticity is offered. On the basis
of averaging procedure the two-dimensional problem for thermoelastic layer can be reduced to
two one-dimensional. The statements of two one-dimensional inverse problems are given. As the
input data are the displacement and the temperature measured on the upper face of the layer.
The direct problems are solved on the basis of the device of Fredholm integral equations of the
2nd kind. The inverse problem is solved by an iterative process, each stage of which is solved
Fredholm integral equation of the first kind. Some numerical experiments of identification thermal
physical characteristics of skin are presented. Influence of thickness of layers and size of modules
of each layer on the general quality of identification of characteristics is in addition investigated.

Keywords: layered biological tissue, identification of thermal physical characteristics of skin,
iterative process, nonlinear inverse problem.

Введение

В настоящее время важной медицинской
проблемой является раннее обнаружение раз-
личных патологий мягких тканей. Решение
этой проблемы будет способствовать успеш-
ному лечению многих заболеваний. Посколь-
ку нормальные и патологически измененные
ткани значительно (в разы) отличаются друг
от друга по своим механическим и теплофи-
зическим характеристикам, то знание этих
характеристик для конкретного пациента мо-
гут служить важным диагностическим фак-
тором обнаружения патологий в онкологии,
неврологии, дерматологии, травматологии и
спортивной медицине. Однако в настоящий

момент характеристики биологических тка-
ней исследованы еще недостаточно, что свя-
зано с отсутствием надежных неинвазивных
методов их определения [1].

В последние годы исследователи особое
внимание уделяют развитию эластографии,
в том числе способам визуализации неодно-
родностей мягких биологических тканей по
их сдвиговым упругим характеристикам. Эти
работы опираются, как правило, на аппарат
коэффициентных обратных задач [2–5]. При
этом для исследования деформирования био-
логических тканей (кожи) применяются мо-
дели, созданные для упругих, вязкоупругих,
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пороупругих и термоупругих слоистых мате-
риалов [3–7].

В обратных задачах по измеренным гра-
ничным физическим полям требуется восста-
новить характеристики среды. Так, напри-
мер, в работе [4] исследованы математические
аспекты реконструкции модуля сдвига. При
этом в качестве регуляризирующего алгорит-
ма при нахождении градиентов полей исполь-
зован метод B-сплайнов. В работе [2] иссле-
дована задача идентификации механических
характеристик многослойной вязкоупругой
среды. В качестве дополнительной информа-
ции выступают данные о смещениях, возни-
кающих в результате действия на среду жест-
кого круглого индентора-штампа. Эта задача
была решена на основе процедуры миними-
зации функционала невязки. В работе [6] на
трехслойное полупространство, моделирую-
щее систему �кожно-жировой слой – мышца –
печень� действует колебательная нагрузка от
круглого штампа. Исследованы зависимости
колебательных смещений в глубине тканей от
размеров и частоты колебаний поверхностно-
го источника. На основе этих зависимостей
могут быть идентифицированы сдвиговые ха-
рактеристики вязкоупругого материала. В ра-
боте [5] рассмотрена задача идентификации
неоднородных свойств вязкоупругого слоя,
моделирующего кожный покров. С помощью
процедуры осреднения двумерная задача сво-
дится к одномерной, для которой построена
итерационная схема решения. Представлены
результаты вычислительных экспериментов
по восстановлению функций, имеющих точки
разрыва 1-го рода.

Однако при патологических состояниях
изменяются не только механические, но и теп-
лофизические характеристики тканей. Для
реконструкции пространственного распреде-
ления термомеханических характеристик био-
логических тканей может успешно применять-
ся аппарат коэффициентных обратных задач
термоупругости, разработанный в [8–10].

В настоящей работе предложен подход
по восстановлению одномерных термомехани-
ческих характеристик слоистых биологиче-
ских тканей. С помощью процедуры осредне-
ния двумерная задача распадается на две бо-
лее простые одномерные задачи относительно
усредненных полей, которые решаются на ос-
нове аппарата интегральных уравнений Фред-
гольма 2-го рода. Для решения обратной за-
дачи применяются операторные уравнения,

ранее полученные для упругого [11, 12] и тер-
моупругого стержня [8, 9]. Проведен ряд вы-
числительных экспериментов по восстановле-
нию термомеханических характеристик слоя,
имеющих точки разрыва первого рода. Ис-
следовалось влияние относительной толщины
слоев и величины модулей на общее качество
восстанавливаемых характеристик.

1. Постановка задачи термоупругости
для слоя

Рассмотрим задачу о неустановившихся
колебаниях изотропного неоднородного по ко-
ординате x

3

термоупругого слоя, занимаю-
щего область (x
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x
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2 [0, h]) в условиях плоской деформации.
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3
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а на верхней грани x
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нические и тепловые нагрузки. Термомехани-
ческие характеристики являются функциями
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3

. Начально-краевая задача при
нулевых начальных условиях примет вид
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Упростим задачу (1.1)–(1.8). Применив для
этого к задаче (1.1)–(1.8) преобразование
Фурье по координате x

1

, получим систему
дифференциальных уравнений относительно
трансформант компонент полей смещений и
температуры:
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3

(x
3

,0) = ˆ✓(x
3

,0) =

=

@û
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Если положить параметр преобразования Фу-
рье ↵ = 0, задача (1.9)–(1.16) распадается на
две более простые несвязанные задачи относи-
тельно усредненных по x

1

компонент полей.
Задача 1. Первая начально-краевая за-

дача имеет вид
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Эта задача не содержит теплофизических ха-
рактеристик. Обезразмерим (1.17)–(1.19), вво-
дя следующие параметры и переменные:
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После обезразмеривания задача (1.17)–(1.19)
примет вид
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Подобная задача возникает при описании про-
дольных колебаний неоднородного по длине
упругого стержня. Для произвольных зако-
нов изменения µ̄(z), ⇢̄(z) решение возможно
лишь численно, например, с помощью сведе-
ния к интегральному уравнению Фредгольма
2-го рода, как это сделано в [12].

Задача 2. Вторая начально-краевая за-
дача запишется в следующем виде:

@

@x
3

✓

(�+ 2µ)
@û
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@û

3

@t
(x

3

,0) = 0. (1.28)

Обезразмерим (1.23)–(1.28), введя следующие
параметры:
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После обезразмеривания задача (1.23)–(1.28)
примет вид
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Подобная задача возникает при описании про-
дольных колебаний неоднородного по длине
термоупругого стержня. Для произвольных
законов изменения термомеханических харак-
теристик решение строится численно с помо-
щью сведения к системе двух интегральных
уравнений Фредгольма 2-го рода, как это сде-
лано в [8]. Прямая задача (1.29)–(1.34) после
применения преобразования Лапласа сведена
к системе интегральных уравнений Фредголь-
ма 2-го рода в трансформантах, которая ре-
шается на основе метода коллокаций с исполь-
зованием квадратурной формулы трапеций.
Для нахождения оригиналов температуры и
перемещений применяется теория вычетов.

Для каждой из прямых задач (1.20)–(1.22)
и (1.29)–(1.34) сформулируем обратные.

Обратная задача 1. Восстановить ме-
ханические характеристики (µ̄, ⇢̄) из (1.20)–
(1.22) по информации
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Обратная задача 2. Восстановить тер-
момеханические характеристики (s̄, ⇢̄, c̄, ¯k, �̄)
из (1.29)-(1.34) по информации
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2. Итерационная схема решения
обратной задачи

Сформулированные выше обратные зада-
чи относятся к нелинейным задачам, решае-
мым, как правило, путем построения итераци-
онного процесса, на каждом этапе которого
строится решение линейного операторного
уравнения. Следует отметить, что подобные
задачи реконструкции упругих и термоупру-
гих характеристик стержня и цилиндра ре-
шалась ранее в [8–12], где для их решения
строился итерационный процесс. Однако при
проведении вычислительных экспериментов
материальные характеристики моделирова-
лись только непрерывными функциями. В
данной работе исследуется восстановление
характеристик, имеющих точки разрыва пер-
вого рода, что соответствует реальному рас-
пределению теплофизических характеристик
кожного покрова.

Восстанавливалась только одна характе-
ристика при известных остальных. Процеду-
ра восстановления термомеханических харак-
теристик ā(z) состоит из двух этапов. На пер-
вом этапе определяется начальное приближе-
ние среди кусочно-постоянных функций из
условия минимума функционала невязки на
компакте, построенном по априорной инфор-
мации об ограниченности искомых функций.

При решении обратной задачи 1 функци-
онал невязки имеет вид
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1

(1, ⌧
1

))

2

d⌧
1

, (2.1)
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При решении обратной задачи 2 в случае ме-
ханического нагружения верхней грани слоя
функционал невязки запишется

J
2

=

b2
Z

a2

(g
2

(⌧
2

)� U
2

(1, ⌧
2

))

2

d⌧
2

, (2.2)

а в случае теплового нагружения функционал
невязки примет вид

J
3

=

b3
Z

a3

(g
3

(⌧
2

)�W (1, ⌧
2

))

2

d⌧
2

. (2.3)

На втором этапе уточняется закон изменения
восстанавливаемых характеристик по схеме
ā(n)(z) = ā(n�1)

(z) + �ā(n�1)

(z), где поправки
�ā(n�1) находятся путем решения оператор-
ных уравнений первого рода.

При решении обратной задачи 1 для на-
хождения поправок модуля сдвига �µ̄(n�1)

необходимо решать интегральное уравнение

1

Z

0

�µ̄(n�1)K(z, ⌧
1

) dz =

= g
1

(⌧
1

)� U (n�1)

1

(1, ⌧
1

), (2.4)

⌧
1

2 [a
1

, b
1

].

Здесь ядро

K(z, ⌧
1

) =

 

@U (n�1)

1

(z, ⌧
1

)

@z

!

2

.

При решении обратной задачи 2 для на-
хождения поправок коэффициента темпера-
турного напряжения ��̄(n�1) необходимо ре-
шать интегральное уравнение

1

Z

0

��̄(n�1)L(z, ⌧
2

) dz =

= g
2

(⌧
2

)� U (n�1)

2

(1, ⌧
2

), (2.5)

⌧
2

2 [a
2

, b
2

],

где ядро

L(z, ⌧
2

) =

@U (n�1)

2

(z, ⌧
2

)

@z
W (n�1)

(z, ⌧
2

).

Для нахождения поправок удельной теп-
лоемкости �c̄(n�1) приходим к интегральному
уравнению

1

Z

0

�c̄(n�1)M(z, ⌧
2

) dz =

= g
3

(⌧
2

)�W (n�1)

(1, ⌧
2

), (2.6)

⌧
2

2 [a
3

, b
3

],

где ядро

M(z, ⌧
2

) =

@W (n�1)

(z, ⌧
2

)

@⌧
W (n�1)

(z, ⌧
2

).

Интегральное уравнение для нахождения
поправок коэффициента теплопроводности
�¯k(n�1) примет вид

1

Z

0

�¯k(n�1)R(z, ⌧
2

) dz =

= g
3

(⌧
2

)�W (n�1)

(1, ⌧), (2.7)

⌧
2

2 [a
3

, b
3

],

где ядро

R(z, ⌧
2

) =

 

@W (n�1)

(z, ⌧
2

)

@z

!

2

.

Уравнения для определения поправок ви-
да (2.4)–(2.7) являются интегральными урав-
нениями Фредгольма 1-го рода, при обраще-
нии которых используется метод регуляриза-
ции А. Н. Тихонова [13].

Выход из итерационного процесса осу-
ществлялся по достижении соответствующим
функционалом невязки (2.1), (2.2) или (2.3)
порогового значения, равного 10

�6.

3. Результаты вычислительных
экспериментов

Сформулированная выше обратная зада-
ча 1 по идентификации модуля сдвига биоло-
гических тканей подробно исследована в [2–5].
В данной работе представлены результаты ре-
шения обратной задачи 2 по идентификации
безразмерного коэффициента теплопроводно-
сти биологической ткани на примере кожи.

Кожный покров моделировался термо-
упругим слоем, в свою очередь состоящим
из трех термоупругих слоев, моделирующих
подкожный жир (нижний слой), дерму (сред-
ний слой) и эпидермис (верхний слой). Для
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Рис. 1. Результат реконструкции коэффициента
теплопроводности нормальной кожи; нижний

слой самый широкий

Рис. 2. Результат реконструкции коэффициента
теплопроводности нормальной кожи; средний

слой самый широкий

нормальной кожи безразмерный коэффици-
ент теплопроводности в пределах каждого из
слоев является постоянной величиной: для
подкожного жира � ¯k(z) = 0,2, дермы �
¯k(z) = 0,5, эпидермиса � ¯k(z) = 0,23. В слу-
чае патологических изменений в каком-либо
слое коэффициент теплопроводности может
сильно изменяться.

Проведены вычислительные эксперимен-
ты по реконструкции коэффициента тепло-
проводности как нормальной, так и пато-
логически измененной кожи. При проведе-
нии вычислительных экспериментов принято:
f
2

(⌧
2

) = 0, f
3

(⌧
2

) = H(⌧
2

), " = 10

�6, �
0

= 0.05.
В качестве входной информацией при реше-
нии обратной задачи принята температура
W (1, ⌧

2

), измеренная на верхней грани слоя
на временном интервале [a

3

, b
3

] = [0,4] в 4-х
точках. Идентификация коэффициента теп-
лопроводности кожи происходит в результате
итерационного процесса. Итерационный про-
цесс стартует с начального приближения, вы-
бираемого среди констант для каждого слоя
кожи на основе минимизации функционала
невязки (2.3). Для нахождения поправок ко-
эффициента теплопроводности в итерацион-
ном процессе применяется формула (2.7).

На рис. 1–3 показаны результаты рекон-
струкции коэффициента теплопроводности
кожи. При этом сплошной линией показан

график исходной функции, точками � вос-
становленной.

В первой серии экспериментов восстанав-
ливался коэффициент теплопроводности нор-
мальной кожи (рис. 1, 2), при этом относи-
тельные толщины каждого слоя варьирова-
лись, но общая безразмерная толщина пола-
галась равной 1. Во второй серии экспери-
ментов восстанавливался коэффициент теп-
лопроводности патологически измененной ко-
жи. На рис.3 показан результат реконструк-
ции ¯k(z), когда патологические изменения
затронули подкожный жир. В этом случае ко-
эффициент теплопроводности моделировался
следующей функцией: в нижнем слое вида
¯k(z) = 0,14 + 0,3z2 (0 < z < 0,6), в среднем
слое ¯k(z) = 0,5 (0,6 < z < 0,8), в верхнем слое
¯k(z) = 0,23 (0,8 < z < 1).

В результате вычислительных экспери-
ментов выяснено, что для достижения поро-
гового значения функционала невязки (2.3)
требовалось не более 10 итераций, наиболь-
шая погрешность реконструкции возникала
в окрестностях точек разрыва функции (до
10 %), а в остальных точках не превышала
4 %. На результаты реконструкции в большой
степени влияет толщина слоев: чем толще
слой, тем результат реконструкции лучше. В
меньшей степени результаты реконструкции
зависят от соотношения модулей, но характе-
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Рис. 3. Результат реконструкции коэффициента теплопроводности патологически измененной кожи

ристика первого слоя (низкомодульного) вос-
станавливается лучше других.

Заключение

Представлен способ определения термо-
механических характеристик слоистой био-
логической ткани. С помощью интегрально-
го преобразования Фурье двумерная задача
сводится к двум одномерным. Решение об-
ратной задачи построено с помощью итера-
ционного процесса, на каждом шаге которого
определяются поправки на основе решения
интегрального уравнения Фредгольма перво-
го рода. Проведена серия вычислительных
экспериментов по восстановлению коэффици-
ента теплопроводности кожи, моделируемой
слоем, состоящим из трех термоупругих под-
слоев. Результаты вычислительных экспери-
ментов показали, что данный подход позволя-
ет эффективно восстанавливать переменные
теплофизические характеристики слоя.
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