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Abstract. Stress strain state of thin spherical segments being under the pressure of the heated
or cooled liquid on their concave surfaces has been investigated. The numerical analysis has
been done in terms of their use as bursting safety disks. The numerical simulations were carried
out depending on the environment temperature level, material characteristics and height of the
bursting rod above the unstrained membrane pole; the results of these calculations have been
obtained. It has been shown that a segment does not meet the conditions of actuation of the
safety disks in the absence of constraints in a pole of the segment. A segment can be used as a
safety bursting disk of the dangerously explosive apparatuses if there is a limited displacement in
the segment pole. It has been found the segment is actuated at a lower pressure with increasing
temperature at a constant height of a bursting rod. It is shown that in the calculation of the
bursting disks, unlike the reverse buckling disks, pressure can be set without considering the
interaction with the working environment. The completeness of account of the temperature
dependence of the material properties to the calculation of the stress-strain state of a segment has
been analyzed.
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1. Постановка задачи и метод решения

Для конкретных рабочих условий разнооб-
разных защищаемых аппаратов используют-
ся предохранительные мембраны различной
конструкции, например, плоские разрывные,
сферические хлопающие и сферические раз-
рывные мембраны [1]. При высоком рабочем
давлении во взрывоопасном аппарате исполь-
зуются разрывные предохранительные мем-
браны, которые выполняются в виде сфери-
ческих сегментов и находятся под действием
давления на вогнутую поверхность сегмен-
та [1,2]. В настоящей работе рассматривается
нелинейный осесимметричный изгиб тонкого
сферического сегмента под действием давле-
ния нагретой или охлажденной сжимаемой

рабочей среды на его вогнутую поверхность.
Рассмотрены случаи, когда рабочие темпера-
туры существенно отличаются от начальной.
Невесомая сжимаемая среда (газ) находится
в герметически закрытой емкости с жестки-
ми стенками. Давление в емкости создается
медленной подачей газа. Оболочка в процес-
се деформации может взаимодействовать с
цилиндрическим штоком радиуса r

0

, распо-
ложенным на высоте d над полюсом недефор-
мированной мембраны (рис. 1). Характери-
стики сферического сегмента: R � радиус
срединной поверхности сферического сегмен-
та, h � толщина, H

0

� высота полюса по
отношению к основанию, a � радиус осно-
вания. Вводятся координатные линии: мери-
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Рис. 1. Сферический сегмент под действием давления газа

дианы s, 0 6 s 6 sN ; внешняя нормаль z
к срединной поверхности, �h/2 6 z 6 h/2;
r = R sin ✓ � радиус параллели, 0 6 ✓ 6 ✓N �
угол между осью вращения x и нормалью z.
Характеристики газа: M

0

, V
0

, p
0

, T
0

� масса,
объем, давление и температура в ненапря-
женном состоянии сегмента соответственно;
m, V , p, T � масса дополнительно поданно-
го в емкость газа, соответствующее измене-
ние объема емкости и установившиеся в ней
давление и температура. Температура сегмен-
та совпадает с температурой газа. Принято,
что давление p в емкости в процессе всего
нагружения изменяется по адиабатическому
закону [3]

p = p
0

✓

1 +m/M
0

1 + V/V
0

◆�

, (1.1)

где � � коэффициент адиабаты.
Используются соотношения термосило-

вой задачи теории оболочек, описываю-
щие осесимметричное, моментное геометри-
чески и физически нелинейное напряженно-
деформированное состояние (НДС) при уме-
ренных поворотах [4] под действием давления
на оболочку P = p� p

0

и разности темпера-
тур T � T

0

. При существенном отличии рабо-
чих температур мембраны от начальной тем-
пературы T

0

возникает необходимость учета
зависимости свойств материала от действую-
щей температуры T . При этом в соотношени-
ях термосиловой задачи нужно использовать
средний коэффициент линейного температур-
ного расширения в интервале [T

0

, T ] [5–7]. На-
пряжения через деформации представляются
по теории малых упругопластических дефор-

маций [8] для сжимаемого материала с диа-
граммой линейного упрочнения с коэффици-
ентом упрочнения �, модулем упругости E,
коэффициентом Пуассона ⌫, пределом теку-
чести �S , пределом прочности �B , коэффици-
ентом линейного температурного расширения
↵ и средним коэффициентом линейного тем-
пературного расширения ↵̃. В соотношениях
задачи учтена зависимость характеристик ма-
териала от температур T

0

, T

E = E(T ), �S = �S(T ),

↵̃ = ↵̃(T
0

, T ).
(1.2)

У основания оболочки s = sN рассматрива-
ются условия жесткой заделки.

В работах [9–11] сформулирована нелиней-
ная краевая задача изгиба круглых пластин и
оболочек вращения под действием давления
сжимаемой среды и температуры, в том чис-
ле с ограничением перемещения в полюсе, и
предложен алгоритм её численного решения
на основе пошагового процесса по параметру
массы подаваемой в емкость среды m/M

0

.

2. НДС сферического сегмента в
зависимости от уровня температуры

Далее p
0

принимается равным атмо-
сферному давлению, T

0

= 20

�C. Харак-
теристики материала сегмента из нержа-
веющей стали 12Х18Н10Т в зависимости
от температуры представлены в табл. 1.
При вычислениях принято: a = 100 мм,
h = h

0

= 0,3 мм, ¯H
0

= H
0

/h = 60, H = 2H
0

,
s̄ = s/h, s̄N = sN/h = 340,49, � = 1,4;
E

0

= 2,03 · 105 МПА, ⌫ = 0,3; � = 0,9.
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Таблица 1. Характеристики нержавеющей стали 12X18H10T

T �, C �193 �103 �70 20 300 500
E · 10�5, МПА 2,12 2,09 2,03 1,74 1,53

�
S

, МПА 448 380 250 137
�
B

, МПА 1000 660 392
↵(T ) · 105, 1/град С 0,66 1,42 1,60 1,80 2,07

↵̃(T0, T ) · 105, 1/град С 1,32 1,49 1,58 1,72 1,79

В табл. 2 для трех этапов деформиро-
вания при нарастании подачи газа m в ем-
кость представлены безразмерные парамет-
ры нагрузки P , значений прогиба w в по-
люсе оболочки и интенсивности напряжений
�i = (�2

11

+ �2

22

� �
11

�
22

)

0,5 в полюсе s = 0 и у
основания s = sN в зависимости от темпера-
туры. Введены обозначения: �+

i � интенсив-
ность напряжений на поверхности z = h/2,
��
i � интенсивность напряжений на поверх-

ности z = �h/2. В таблице и далее в тек-
сте используются безразмерные величины:
m̄ = m/M

0

, ¯P = P/E
0

, w̄ = w/h, �̄i = �i/E0

,
�̄S = �S/E0

, �̄B = �B/E0

, z̄ = z/h. Из табл. 2
видно, что при малых нагружениях (на этапе
I), когда основное действие на НДС сегмента
оказывает температура, у заделанного основа-
ния возникают напряжения �̄i > �̄S как при
охлаждении, так и нагреве, за исключением
области T = T

0

= 20 °, T = 50 °C. При этом
�̄i с уменьшением охлаждения снижается до
минимальных значений при температуре T

0

и
далее возрастает с ростом нагрева. При тем-
пературе T = 300 °C уже на начальном этапе
нагружения возникают напряжения �̄i > 2�̄S
при s = sN . Далее с ростом подачи газа (ро-
стом нагружения) напряжения возрастают и
остаются наибольшими у заделанного осно-
вания. Необходимо отметить, что на этапах
нагружений II, III с ростом температуры T
интенсивность напряжений �̄i монотонно сни-
жается. Известно [1], что при срабатывании
разрывных сферических мембран необходимо
раскрытие их центральной части. В данной
задаче центральная часть сегмента не явля-
ется наиболее напряженной, поэтому такой
сегмент без дополнительных приспособлений
не отвечает условиям эксплуатации предохра-
нительных мембран.

3. Изгиб сегмента с ограничением
перемещения в полюсе

Далее представлены результаты вычис-
лений для сферического сегмента с ограни-

чением перемещения в его полюсе, когда в
процессе деформирования оболочка встреча-
ется со штоком радиуса r̄

0

= r
0

/a = 0,01 на
высоте l = d/h над полюсом [2].

На рис. 2–4 представлены результаты вы-
числений НДС для сегментов при темпера-
туре T = �150°, 20°, 100 °C. На рис. 2а, 3a,
4а сплошная линия отражает зависимость
параметра нагрузки ¯P от максимального зна-
чения прогиба w̄ (в полюсе) для оболочки
без штока. На ней значком • показан момент
касания штоков l = 0÷ 5,8, B � момент до-
стижения max

s,z
�̄i = �̄B . Расстояние l задается

для T = 20 °C. Для охлажденного сегмента
в начале процесса нагружения высота полю-
са над основанием менее H

0

, поэтому каса-
ние штока даже при l = 0 происходит при
ненулевом значении давления. Из точек ка-
сания штоков отходят зависимости парамет-
ра нагрузки ¯P от максимального значения
прогиба w̄ (штриховые линии). На этих ли-
ниях значком ⇤ показан момент достижения
max

s,z
�̄i = �̄B . Следует отметить, что зависимо-

сти ¯P (w̄) при наличии штоков имеют ограни-
ченную протяженность •� ⇤ и мало отходят
от зависимости для оболочки без штока для
всех рассмотренных температур T . Видно,
что для фиксированных значений l с ростом
температуры снижается уровень давления,
при котором достигается предел прочности
материала предохранительной мембраны.

На рис. 2б, 3б, 4б даны зависимости мак-
симальной интенсивности напряжений �̄i, до-
стигаемой на внутренней лицевой поверхно-
сти z = �h/2, от параметра нагрузки ¯P .
Сплошная линия соответствует НДС сегмен-
тов без штока, в которых max

s,z
�̄i всегда на-

блюдается у основания r = a. После встречи
сегментов со штоками НДС оболочек имеет
сложный характер. При расположении штока
непосредственно над сегментом (l = 0) max

s,z
�̄i

всегда наблюдается у штока r = r
0

(штри-

39



Ганеева М. С., Моисеева В. Е., Скворцова З.В.

Таблица 2. НДС сферического сегмента в зависимости от уровня температуры

Этапы T °C �150 �100 �50 20 50 100 150 200 300

I 10

6 · ¯P ⇡ 0,08

10 · m̄ 0,990 1,070 1,110 1,200 1,220 1,280 1,350 1,400 1,500
10

6 · ¯P 0,081 0,083 0,083 0,083 0,083 0,082 0,083 0,083 0,083
w̄ �2,814 �2,037 �1,184 0,030 0,552 1,413 2,242 3,051 4,552

10

3 ·�̄+
i

, s = 0 0,038 0,040 0,040 0,039 0,039 0,039 0,040 0,039 0,040
10

3·�̄�
i

, s = s
N

2,742 2,320 1,789 0,080 1,077 1,482 1,759 1,959 2,234

II max

s,z

�̄
i

= 2�̄
S

10 · m̄ 64,43 60,30 53,44 38,31 35,27 26,44 14,32 4,25 1,500
10

6 · ¯P 7,315 6,715 5,759 3,802 3,431 2,440 1,159 0,290 0,083
w̄ 5,306 5,257 4,948 3,795 3,599 2,435 2,645 3,108 4,552

10

3 ·�̄+
i

, s = 0 3,332 3,068 2,648 1,779 1,612 1,163 0,554 0,387 0,040
10

3·�̄�
i

, s = s
N

4,182 3,908 3,440 2,462 2,396 2,278 2,165 2,045 2,234

IIImax

s,z

�̄
i

= �̄
B

10 · m̄ 68,15 62,95 56,84 46,58 44,08 39,00 32,49 23,88 8,400
10

6 · ¯P 7,822 7,069 6,199 4,796 4,471 3,834 3,060 2,104 0,608
w̄ 6,339 5,998 5,908 6,161 6,140 5,852 5,129 4,014 4,796

10

3 ·�̄+
i

, s = 0 3,524 3,204 2,822 2,192 2,050 1,772 1,435 1,006 0,291
10

3·�̄�
i

, s = s
N

4,587 4,195 3,802 3,258 3,169 3,031 2,895 2,761 2,483
10

3 · �̄
S

2,091 1,954 1,720 1,231 1,198 1,139 1,081 1,023 0,907
10

3 · �̄
B

4,588 4,195 3,802 3,251 3,169 3,031 2,894 2,756 2,483

а) б)

Рис. 2. T = �150 °C
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а) б)

Рис. 3. T = 20 °C

а) б)

Рис. 4. T = 100 °C
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а) б)

Рис. 5. T = 100 °C

ховая линия l = 0, T = �150°, 20 °C). При
наличии приподнятых штоков (l = 1,5÷4,5
при T = �150 °C, l = 1,5÷ 5,8 при T = 20 °C,
l = 1,39÷ 5,8 при T = 100 °C) максимальная
интенсивность напряжений в момент каса-
ния (значок •) наблюдается у основания и
превосходит предел текучести. С нарастани-
ем нагрузки max

s,z
�̄i перемещается к штоку

(штриховые линии l = 1,5÷ 4,5, T = �150 °C;
l = 1,5÷ 4,5, T = 20 °C; l = 1,39÷ 4,5,
T = 100 °C.) Предел прочности материала
max

s,z
�̄i = �̄B достигается у штока. Из рис. 2б,

3б ,4б видно, что контакт со штоками вызыва-
ет резкое возрастание напряжений в окрест-
ности штоков.

На рис. 5 (T = 100 °C) и на рис. 6
(T = �150 °C) изображены эпюры проги-
ба w̄ и интенсивности напряжений �̄i на
поверхности z = �h/2 по меридиану для
значений параметра нагрузки, соответству-
ющих этапу достижения предела прочности
max

s,z
�̄i = �̄B оболочками со штоком (штри-

ховые линии). При этом для оболочки без
штока (сплошные линии) max

s,z
�̄i = �̄B дости-

гается при ¯P
4

= 3,85 · 10�6 для T = 100 °C и
¯P
4

= 7,82 · 10�6 для T = �150 °C. Из рис. 5a,
6а видно, что при отсутствии штока max

s
w̄

наблюдается в полюсе, при наличии штоков �
на некотором удалении от штока. В результа-
те взаимодействия оболочки со штоком как

при нагреве, так и при охлаждении (рис. 5б,
6б) возникает значительная концентрация на-
пряжений в малой окрестности области кон-
такта.

Исследовано влияние полноты учета за-
висимости характеристик материала от тем-
пературы на НДС сферического сегмента с
ограничением перемещения в полюсе. Наряду
с полным учетом (1.2) известны приближен-
ные подходы, в которых принимается

↵ = ↵(T ), E = E(T ), �S = �S(T ) (3.1)

или зависимость характеристик материала
от температуры не учитывается

↵ = ↵(T
0

), E = E(T
0

), �S = �S(T0

). (3.2)

В табл. 3 приведены сравнительные данные
для трёх подходов. Представлены значения
нагрузки достижения предела прочности ма-
териала max

s,z
�̄i = �̄B и соответствующего про-

гиба при температурах T = �150 °C, для ко-
торой �̄B = 4,588 · 10�3, и T = 100 °C, для
которой �̄B = 3,031 · 10�3. Различия резуль-
татов, полученных при полном и приближен-
ном выборе зависимостей характеристик ма-
териала, наиболее выражены при криогенной
температуре T = �150 °C, для которой раз-
ность ↵̃�↵ максимальна. При этом различия
значений нагрузки достигают 43 % при срав-
нении подходов (1.2) и (3.2), не превышают
6 % при сравнении подходов (1.2) и (3.1). При
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а) б)

Рис. 6. T = �150

�C

Таблица 3. НДС сферического сегмента при достижении предела прочности в зависимости от
выражений характеристик материала

Выражения
характеристик

материала

(2) (3) (4) (2) (3) (4) (2) (3) (4)

T = �150 °C
l 0,0 3,0 4,5

10

6 · ¯P 5,335 5,057 4,052 6,606 6,339 5,189 7,257 6,987 5,780
w̄ 0,916 0,968 1,314 3,555 3,615 3,891 4,912 4,966 5,220

T = 100 °C
l 1,391 3,0 4,5

10

6 · ¯P 1,971 2,063 2,020 3,044 3,064 3,242 3,596 3,614 3,819
w̄ 2,132 2,119 2,075 3,687 3,684 3,618 5,035 5,029 4,964

T = 100 °C различия между результатами не
превышают 7 % при сравнении подходов (3.2)
и (1.2), 6 % � при сравнении подходов (3.1)
и (1.2).

Были выполнены расчеты также для слу-
чая менее сжимаемой рабочей среды (� = 7 �
условная газожидкостная смесь) и для слу-
чая пошагового нагружения сегмента задан-
ным давлением. Результаты вычислений пол-
ностью совпали для всех вариантов, т.е. в рас-
смотренной задаче можно задавать давление
на сегмент без учета взаимодействия с ра-
бочей средой. Отсутствие зависимости НДС
от свойств рабочей среды объясняется тем,
что процесс деформирования разрывных мем-
бран является монотонным, их срабатывание
не связано с потерей устойчивости. Напротив,
как показано в [10], сжимаемость рабочей сре-
ды значительно влияет на деформирование

хлопающих мембран, которые находятся под
действием давления с выпуклой стороны и
при срабатывании претерпевают осесиммет-
ричную потерю устойчивости.

Заключение

Таким образом, численно исследовано
нелинейное деформирование сферического
сегмента под действием давления охлажден-
ной или нагретой сжимаемой среды на во-
гнутую поверхность. Показано, что при от-
сутствии ограничения в полюсе сегмент не
отвечает условиям срабатывания предохрани-
тельных мембран. При наличии ограничения
перемещения в полюсе сегмент может быть
применен в качестве предохранительной мем-
браны взрывоопасного аппарата. Установле-
но, что с повышением температуры при неиз-

43



Ганеева М. С., Моисеева В. Е., Скворцова З.В.

менной высоте разрывающего штока мембра-
на срабатывает при меньшем давлении.

Показано, что при расчете разрывных
мембран, в отличие от хлопающих, можно
задавать давление без учета взаимодействия
с рабочей средой.

Проанализировано влияние полноты уче-
та зависимости характеристик материала от
температуры на результаты расчета НДС сег-
мента. В рассмотренном интервале темпера-
тур от �150 °C до 100 °C в соотношениях до-
пустимо использование коэффициента линей-
ного температурного расширения ↵ вместо
среднего коэффициента линейного темпера-
турного расширения ↵̃ в интервале темпера-
тур [T

0

, T ], а в рассмотренной зоне повышен-
ных температур приемлемую точность дает
расчет без учета зависимости характеристик
материала от температуры.
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