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Abstract. It is very important to estimate the contact stresses in the elastic materials with
parallel and cross inclusions because it has applications in building, engineering, electronics, mine
engineering. Traditionally the studies are carried out for an individual fixture, and then found
parameters are accepted for all other facilities. At the same time a plurality of such facilities may
lead to the occurrence of another factor badly affecting the strength. This factor is connected
with the capability to localize the state of strain in one of the structure’s zones, which results an
exceeding of the planned strength parameters. The calculating theory of strength properties of
these objects in the present scientific work is based on the example of the underground structures.
The investigation use the block element method, which is based on the factorization approaches.

The problem comes to the Fredholm’s system of the integral equations of the second kind. It is
succeeded to turn integral equation to the system of the algebraic equations, which are accessible
to the analytical analysis, allowing finding out the strain and shift by means of the calculation of
the integrals, describing the kernels of these equations by the theory of residue.

The algorithm of realizing this investigation is presented. The possibility of the factorization
methods for the such problems are discussed.

Keywords: stress-strain state, drifts, factorization, deformable layers, interface layer, Kirchhoff
plates, block elements differential and integral equations.

Введение

Рассматривается совокупность параллель-
ных подземных сооружений как блочная
структура, состоящая из верхнего линейно
упругого слоя толщины H

1

и пласта толщи-
ны h, моделируемого пластиной Кирхгофа.
Пласт, содержащий добываемые полезные ис-
копаемые, лежит на слое, механические ха-
рактеристики которого подобны грунтовым

и позволяют моделировать его постелью Вин-
клера. Предполагается, что толщина h пласта
много меньше H

1

, что имеет место в реаль-
ных условиях добычи многих полезных ис-
копаемых. Расположим систему координат
ox

1

x
2

x
3

таким образом, что плоскость ox
1

x
2

совпадает со срединной плоскостью пласти-
ны, а ось ox

3

направлена строго вверх. Счи-
таем, что вдоль оси ox

1

перпендикулярно оси
ox

2

, расположено N протяженных параллель-
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ных между собой штолен, которые считают-
ся бесконечными. Штольни находятся в руд-
ном пласте и ширина каждой из них равна
b
2n+1

� b
2n, n = 1, 2, . . . , N , где (b

2n, b2n+1

) �
координаты на оси ox

2

штольни с номером
2n. Пласт сверху накрыт верхним деформи-
руемым слоем и лежит на основании Винкле-
ра, для которого связь между напряжениями
t(x

1

, x
2

) и перемещениями u
32

(x
1

, x
2

) верхней
границы основания задается соотношением

u
32

(x
1

, x
2

) = "�1

6

�t(x
1

, x
2

), "�1

6

� > 0.

Здесь � � коэффициент постели Винкле-
ра. Области между штольнями с коорди-
натами {b

2n�1

, b
2n} шириной b

2n � b
2n�1

,
n = 1, 2, . . . , N , b

1

= �1, b
2N = 1 являются

опорами, имеющими номера 2n� 1. Допуска-
ется, что внешний упругий слой со свободной
от напряжений верхней границей с плотно-
стью материала ⇢ вертикально воздействует
на пласт напряжением q

0

= ⇢gH
1

, где g �
ускорение свободного падения, вызывая пре-
небрежимо малые касательные напряжения
в сравнении с нормальными.

1. Формулировка задачи

Уравнение пластин Кирхгофа, описываю-
щих поведение пласта, в том числе опорных
зон, которые должны быть достаточно протя-
женными для удержания высокого давления
верхнего слоя, имеют вид
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Здесь для опор, сформированных из фраг-
ментов пласта между штольнями, введено
условное обозначение индексом b, которому
в будущем будет приданы текущие номера.
Опоры занимают области ⌦b с границами @⌦b

при вертикальных статических воздействиях
напряжением g

3b сверху и t
3b � снизу. Исполь-

зуются общепринятые обозначения механиче-
ских параметров в выбранной системе коор-
динат: Mb и Qb � изгибающий момент и пере-
резывающая сила в системе координат x

1

ox
2

соответственно; hb � толщины пластин, H
1

�
размерная толщина верхнего слоя. Обозначе-
ния заимствованы из [1, 2], F

2

⌘ F

2

(↵
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,↵
2

) и
F
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⌘ F
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(↵
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) двумерный и одномерный опера-
торы преобразования Фурье соответственно.
Перемещение нижней границы верхнего слоя
происходит за счет веса верхнего слоя и опи-
сывается соотношением [3–5]
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Здесь g(⇠, ⌘) � воздействия на нижнюю гра-
ницу верхнего слоя со стороны пласта, т. е.
контактные напряжения, действующие на
верхний пласт от опор. Функция K(↵

1

,↵
2

),
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называемая символом интегрального урав-
нения, представляет собой для линейно-
упругого слоя представляет собой мероморф-
ную функцию двух комплексных переменных.
Полюса этой функции по одной из комплекс-
ных переменных ↵

2

= ↵
2

(↵
1

) при фиксиро-
ванной вещественной второй являются явля-
ются дискретными комплексными числами,
не лежащими на вещественной оси в статиче-
ских задачах. Воздействие со стороны пласта
на верхнюю границу нижнего слоя обознача-
ется через t(⇠

1

, ⇠
2

), вертикальное перемеще-
ние этой границы при принятых предположе-
ниях описывается функцией u

32

(x
1

, x
2

).

2. Свойства блочных элементов пласта

В основе решения граничной задачи ле-
жит метод блочного элемента в сочетании с
факторизационными подходами [1–5]. Следуя
им, функциональные уравнения граничной
задачи для каждой опоры можно представить
в виде [1, 2]
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Здесь !b � участвующие в представлении
внешние формы, имеющие вид
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Интеграл вычисляется по границе опоры в
направлении против часовой стрелки. Для
прямолинейной границы внешняя форма при-
нимает вид
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Вычислив формы-вычеты Лере, в том
числе двукратные, псевдодифференциаль-
ные уравнения граничной задачи, с учетом
принятых обозначений, можем представить,
отдельно для каждой стороны опоры � и
r, где � � левая сторона опоры, а r �
правая. Пусть пластина занимает область
⌦n(|x1| 6 1, b
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правой стороны имеем псевдодифференци-
альные уравнения
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В подынтегральных функциях принято для
правой и левой сторон соответственно
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Введем следующую систему обозначений, ос-
новываясь на (2.2) и (2.3):

Y� = {y
1�, y2�} , Z� = {z

1�, z2�} ,
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Будем считать, что боковые границы опор
штолен свободны от напряжений, т. е.
Y� = Yr = 0. Тогда, введя обозначения,

Z�r = {z
1�, z2�, z1r, z2r} ,

K�r = {k
1�, k2�, k1r, k2r} ,

с учетом направлений дифференцирования
получим для каждой опоры систему уравне-
ний для решения псевдодифференциальных
уравнений вида
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Аналогичный вид имеет вторая система с пе-
ременой ↵

2+

и ↵
2� местами.

В матричном представлении, позволяю-
щем записать решение, системы запишутся

A�rZ�r = �K�r, Z�r = �A

�1

�r K�r

3. Сопряжение пласта со слоями

Внеся решения этой системы в псевдодиф-
ференциальные уравнения, получим полный
набор граничных условий на каждой грани-
це. После этого они вносятся в правые части
функциональных уравнений (2.1). В резуль-
тате соотношения для опор могут быть пред-
ставлены в следующем виде:
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Приняв теперь во внимание, что число опор
равно N + 1 с обозначениями сторон опор
� = 2n� 1, r = 2n, в результате сопряжения
блочных элементов опор с верхним и нижним
слоями получим следующую систему уравне-
ний:
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1

x
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+ ↵
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.

В результате ряда преобразований приходим
к следующему функциональному уравнению,
описывающему поведение отдельно выбран-
ной опоры:
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Здесь P

⌦2n�1 � проектор на область ⌦
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.
Последнее соотношение можно приближенно
представить в виде
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Это оправдано тем, что в статических задачах
правая часть последнего выражения экспо-
ненциально убывает при удалении от зоны
контакта.

Для сведения функционального уравне-
ния к системе интегральных уравнений, вве-
дем следующие обозначения:
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4. Построение и исследование
интегрального уравнения

Приняв во внимание наличие N+1 опоры,
функциональное уравнение можно записать
в виде интегрального уравнения [3, 5]

Kg =

1
Z

�1

1
Z

�1

k(x
1

� ⇠
1

, x
2

� ⇠
2

)⇥

⇥
N
X

n=1

g
2n�1

(⇠
1

, ⇠
2

) d⇠
1

d⇠
2

=

=

N
X

n=1

f
2n�1

(x
1

, x
2

) +

N�1

X

n=2

�
2n(x1, x2),

n = 1, 2, . . . , N,

k(x
1

, x
2

) =

1

4⇡2

1
Z

�1

1
Z

�1

K(↵
1

,↵
2

)⇥

⇥ e�i(↵1x1+↵2x2)
d↵

1

d↵
2

,

G(↵
1

,↵
2

) =

1
Z

�1

1
Z

�1

g(⇠
1

, ⇠
2

)⇥

⇥ eii(↵1⇠1+↵2⇠2)
d⇠

1

d⇠
2

,

f
2n�1

(x
1

, x
2

) 2 ⌦
2n�1

(b
2n�1

6 x
2

6 b
2n,

|x
1

| 6 1, n = 0, 1, . . . , N),

�
2n(x1, x2) 2 ⌦2n(b2n 6 x

2

6 b
2n+1

,

|x
1

| 6 1),

f
1

(x
1

, x
2

) 2 ⌦
0

(�1 = b
1

6 x
2

6 b
2

,

|x
1

| 6 1),

58



Евдокимова О.В., Бабешко О.М., Бабешко В.А.

f
2N�1

(x
1

, x
2

) 2 ⌦
2N (b

2N�1

6 x
2

6 1,

|x
1

| 6 1),

�
0

(x
1

, x
2

) = �
2N (x

1

, x
2

) = 0,

Здесь �
2n(x, y) � новые неизвестные.

Для его исследования и решения при-
меним метод факторизации, разработанный
в [3, 5]. При этом приняты обозначения фак-
торизации функций по параметру ↵

2

в виде
суммы и в виде произведения в форме

 (↵
1

,↵
2

) = {  (↵
1

,↵
2

) }+ + {  (↵
1

,↵
2

) }� ,

{ (↵
1

,↵
2

)}± = ± 1

2⇡i

1
Z

�1

 (↵
1

, ⌘)

(⌘ � ↵
2

)

d⌘,

↵
2

2 C±,

K(↵
1

,↵
2

) = K
+

(↵
1

,↵
2

)K�(↵1

,↵
2

),

K±(↵1

,↵
2

) = exp

2

4± 1

2⇡i

1
Z

�1

ln (↵
1

, ⌘)

(⌘ � ↵
2

)

d⌘

3

5 ,

↵
2

2 C±.

Здесь через C+ и C� обозначены верхняя и
нижняя комплексные полуплоскости соответ-
ственно. Функции { (↵
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регулярны в областях C±, кроме того, послед-
ние не имеют там нулей. Условия, налагаемые
на функции для выполнения факторизаций,
оговорены в [5] и в данном случае выполня-
ются. Применяя метод факторизации в ва-
рианте работ [3, 5], интегральное уравнение
сводим к решению системы одномерных инте-
гральных уравнений с вполне непрерывным
оператором в пространстве непрерывных с
весом функций на всей оси
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Здесь введена следующая система обозначе-
ний:
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Эти интегральные уравнения с помощью вы-
числения вычетов сводятся к системе ли-
нейных алгебраических уравнений, имеющих
экспоненциально убывающие коэффициенты,
и для расчетов достаточно ограничиваться
небольшим числом членов. Определив неиз-
вестные X�
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Случай присутствия поперечных штолен вме-
сте с параллельными изучается таким же под-
ходом с помощью метода блочного элемента,
только приводит к более сложным системам
уравнений. Схема исследований аналогична,

однако в процессе ее реализации возникает
необходимость на некотором этапе осуществ-
лять факторизацию по параметру ↵

1

, а ↵
2

рассматривается как свободный параметр.

Заключение

Разработанный метод исследования
напряженно-деформированного состояния
зон произвольного числа параллельных што-
лен разной ширины для этого случая может
достаточно просто переноситься на случаи по-
добных изделий из иных материалов и других
масштабов. Заметим, что локальное состоя-
ние штолен при добыче полезных ископаемых
изучалось во многих работах, например, в [6].
Учет наличия поперечных штолен или ар-
матуры в плитах, осуществляется методом
блочного элемента, изложенным в [7]. Выпол-
нив указанные построения, можно оценивать
возникающие контактные напряжения и в
практических случаях осуществлять соответ-
ствующие усиления креплений шахт.
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