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Abstract. In this paper the problem of steady oscillations of elastic layer under the influence
of surface and aggregate internal loads describes base–foundation system. The quantitative
characteristics of the stress-strain state of elastic foundation resulting from the surface effects and
internal sources are obtained in the work with the help of semi-analytic methods, in particular
stresses occurring in the area of contact between the radiating plate and the base surface are
calculated.

Fore unknown stress in the contact area integral equation of the first kind is obtained, the solution
of this equation is constructed by method of fictitious absorption. Expression for calculating the
stresses created by recessed inclusions under the stamp is obtained. The numerical results showed
that at low frequencies of vibration the presence of inclusions does not significantly affect the
nature of the stress, the load distribution on the vertical inclusions also has no significant effect
on the nature of the stresses under the stamp and their value.

The presented approach allows us to investigate the effects of vibration loads of different
foundation types. Obtained characteristics of the stress-strain state of elastic foundation can be
useful in the study of soil deformation during load transfer transmission, etc. The results also can
be used in studies of the features of dynamic modes of operation of facilities, taking into account
the geological structure of their location, to prevent and minimize the possible negative effects of
technic and natural disasters caused by different technological and natural vibration sources.

Keywords: elastic layer, surface load, horizontal rigid inclusions, steady-state oscillations, integral
equation, method of fictitious absorption.

В настоящее время проблемы исследова-
ния различных материалов, в том числе гео-
логических, потенциально содержащих неод-
нородности, при воздействиях различной при-
роды имеют большое значение для разнооб-
разных направлений хозяйственной деятель-
ности. Такого рода исследования востребова-
ны при разработке композиционных материа-
лов, использовании невзрывных способов по-
иска полезных ископаемых, в сейсмостойком

строительстве и т.д. Актуальность исследо-
ваний динамического взаимодействия соору-
жений с основаниями, содержащими неодно-
родности, определяется повышенными требо-
ваниями к надежности их эксплуатации и к
степени достоверности прогноза последствий
вибровосейсмовоздействий. Многочисленные
публикации явились следствием значитель-
ных успехов, достигнутых в исследовании ди-
намических задач для сред, имеющих внут-
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ренние источники и концентраторы напряже-
ний, эффективные методики представлены,
например, в работах [1–4].

В данной работе система основание–
фундамент описывается задачей об уста-
новившихся колебаниях упругого слоя под
действием поверхностной и совокупности
внутренних нагрузок. С помощью полу-
аналитических методов рассчитаны коли-
чественные характеристики напряженно-
деформированного состояния упругого осно-
вания в результате воздействия поверхност-
ного и внутренних источников, в частности
определены возникающие в области контакта
поверхности основания и излучающей пли-
ты напряжения. Полученные результаты мо-
гут быть использованы при исследованиях
особенностей динамических режимов функ-
ционирования сооружений, направленных на
предупреждение и минимизацию возможных
последствий техногенных и естественных ка-
тастроф, вызванных различными технологи-
ческими и природными виброисточниками.

В осесимметричной постановке рассматри-
вается задача о совместных установившихся
(с частотой !) колебаниях невесомого кругло-
го штампа на упругом слое, содержащем со-
вокупность горизонтально ориентированных
внутренних нагрузок и жестко сцепленном с
недеформируемым основанием.

Амплитуды перемещений точек упругого
слоя u = {ur, uz} удовлетворяют уравнениям
Ляме. Штамп радиуса a (r 6 a, z = 0) кон-
тактирует со средой без трения, в центре его
приложена гармоническая вертикальная на-
грузка P =

�

0, p (r) e�i!t
 

. В слое толщины
h на глубине h

0

расположена горизонтально
ориентированная система включений длины
r
0

. Заданная нагрузка на включениях счита-
ется распределенной по их длине и моделиру-
ется локализованной объемной силой, компо-
ненты которой имеют вид

Xl = Re

⇥

fl (r) � (z + h
0

) e�i!t
⇤

,

l = r, z,

где � (z + h
0

) � функция Дирака. При этом
распределение контактных напряжений под
штампом неизвестно.

Для рассматриваемого установившегося
процесса параметры задачи можно предста-
вить в виде  

1

(r, z, t) =  (r, z) e�i!t. Далее
временной множитель опущен.
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p (r) , r 6 a,

0, r > a;

ur (r,�h) = uz (r,�h) = 0,

позволяет использовать подход работ [5, 6].
Здесь �, µ � характеристики Ламе упруго-
го основания, ⇢ � его плотность. На бес-
конечности при z ! �1 принято ur (r, z),
uz (r, z) ! 0, в качестве условий излучения
использован принцип предельного поглоще-
ниям [7].

Задача c помощью преобразования Бессе-
ля сводится к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений в соответствии [5, 6].
Изображения для компонент вектора объем-
ных сил на включениях при этом примут вид

⌘r (↵, z) = � (z + h
0

)

r0
Z

0

fr (r) rJ1 (↵r) dr,

⌘z (↵, z) = � (z + h
0

)

r0
Z

0

fz (r) rJ0 (↵r) dr,

где J
0

, J
1

� функция Бесселя первого рода
нулевого и первого порядка соответственно,
↵ � параметр преобразования.
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В результате решения системы амплитуда
вертикальной составляющей смещения при-
мет вид
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функция q̄(⌧) имеет смысл возникающих под
штампом нормальных напряжений, U (↵) �
преобразование Бесселя амплитудных харак-
теристик вызванных вибрацией внутренних
включений вертикальных смещений. В обо-
значениях работ [5, 6] U (↵) можно предста-
вить
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Здесь

s = ↵2 � 0,52
2

, �j =
q

↵2 � 2j ,

2j = (!/cj)
2 , j (j = 1,2)

� соответственно волновые числа продольной
и поперечной волн,

c
1

=

p

(�+ 2µ)/⇢, c
2

=

p

µ/⇢

� их скорости. Контур интегрирования �
0

вы-
бирается согласно принципу предельного по-
глощения [7].

В силу абсолютной и равномерной сходи-
мости интегралов по ↵ и ⌧ , поменяв порядок
интегрирования в соотношении (1), придем к
интегральному уравнению относительно неиз-
вестного напряжения в области контакта, ана-
логичному построенному в [5]

a
Z

0

k (r, ⌧) q̄ (⌧) ⌧ d⌧ = uz (r,0)�A (r) , (2)

0 6 r 6 a,
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0

(↵⌧)↵ d↵,

A (r) =

Z

�0

U (↵) J
0

(↵r)↵ d↵.

В силу линейности постановки задачи реше-
ние уравнения (2) представляется в виде сум-
мы q̄ (r) = q

1

(r) + q
2

(r), где q
1,2 (r) соответ-

ственно описывают распределения вертикаль-
ных составляющих контактных напряжений,
возникающих в слое под действием поверх-
ностного штампа и создаваемых заглублен-
ными источниками.

Используя метод, описанный в [5], можно
получить аналитическое представление для
вычисления создаваемых горизонтально ори-
ентированными включениями контактных на-
пряжений под штампом.

Для построения решения (2) используется
вспомогательное уравнение

a
Z

0

k (r, ⌧) q⌘ (⌧) ⌧ d⌧ = J
0

(⌘r), (3)

0 6 r 6 a,

где Im ⌘ = 0, Re ⌘ > 0.
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Решение уравнения (3) строится методом
фиктивного поглощения [7,8], при реализации
которого выбрана функция

' (r) =
N
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Gk (L)Ck� (r � a),

L = �
✓

1

r

d

dr

✓

r
d

dr

◆◆

,

где Gk

�

↵2

�

имеют вид

Gk

�

↵2

�

=

�

↵2 � p2
1

�

. . .

. . .
�

↵2 � p2k�1

� �

↵2 � p2k+1

�

. . .
�

↵2 � p2N
�

,

Ck � неизвестные константы, нуждающиеся
в определении, ±pk � вещественные полюса
функции K (↵). Аналитическое представле-
ние решения (3) приведено в [5].

Воспользовавшись решением вспомога-
тельного уравнения (3) q

0

(r) при единичной
правой части (⌘ = 0), для контактных напря-
жений под штампом, создаваемых заглублен-
ными горизонтальными включениями, полу-
чим
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Продолжим в верхнюю полуплоскость подын-
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Здесь ↵ = ⇣k � полюса подынтегральной
функции (4), которые находятся из решения
уравнения ¯

� (↵) = 0.
Таким образом, получено выражение для

расчета создаваемых горизонтально ориенти-
рованными внутренними включениями кон-
тактных напряжений под штампом.

Вычислительные эксперименты проводи-
лись для распределения напряжений на го-
ризонтально ориентированных включениях,
описываемых функцией f (r) = kr + b, где

k = b (1� "
1

) r�1

0

, b = 2r�1

0

(1 + "
1

)

�1 ,

r 2 [0, r
0

]

для "
1

= 0; 0,5; 1. При этом в формулах ! �
безразмерная частота определяется соотно-
шением ! = 2⇡⌫l

0

/c
0

, где ⌫ – частота (Гц),
l
0

= 1 м, c
0

= 10

3 м/с.
На рис. 1–3 приведены графики зависи-

мости вещественной части амплитуды верти-
кальной компоненты контактных напряже-
ний q

2

(r) от пространственной координаты,
принимающей значения из интервала [0, a],
занимаемого штампом. Рис. 1а–1г демонстри-
рует изменение ее величины с ростом частоты
колебаний.

Рис. 2–3 отражают изменение веществен-
ной части амплитуды вертикальной компо-
ненты контактных напряжений под штампом
в зависимости от линейного размера внутрен-
них источников и глубины их расположения
при фиксированных остальных параметрах
задачи. Как видно из рис. 3, изменение знака
вещественной части амплитуды вертикаль-
ной компоненты создаваемых включениями
напряжений зависит от их размера.

Анализ показывает, что для низких ча-
стот вибрации наличие горизонтальных вклю-
чений незначительно влияет на характер на-
пряжений под штампом, распределение на-
грузки на включениях также не оказывает
значимого влияния на величину и распределе-
ние напряжений в области контакта штампа
с деформируемой средой. Графики рис. 4 ил-
люстрируют результаты численных расчетов
вещественной части амплитуды вертикальной
компоненты контактных напряжений, возни-
кающих в слое для случая единичной ампли-
туды колебаний поверхностного штампа q

1

(r)
(мелкий пунктир) [5], создаваемых заглублен-
ными источниками q

2

(r) (крупный пунктир)
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а) б)

в) г)

Рис. 1. c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с, ⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, a = 2 м, h0 = 10 м, r0 = 2,
"1 = 1

Рис. 2. c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с,
⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, a = 2 м, r0 = 2,

⌫ = 4 Гц, "1 = 1

Рис. 3. c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с,
⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, a = 2 м, h0 = 10 м,

⌫ = 4 Гц, "1 = 1
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Рис. 4. c1 = 0,2 · 103 м/с, c2 = 0,12 · 103 м/с, ⇢ = 1,4 · 103 кг/м3, h = 20 м, a = 2 м, h0 = 10 м, r0 = 2,
⌫ = 4 Гц, "1 = 1

и общего распределения напряжений q̄ (r) под
штампом (сплошная линия).

Таким образом, в работе представлено ре-
шение задачи о вибрации жестко сцепленно-
го с недеформируемым основанием упруго-
го слоя под воздействием совокупности за-
глубленных горизонтальных включений и по-
верхностной нагрузки. Приведены результа-
ты численного исследования влияния внут-
ренних нагрузок на напряжения в области
контакта штампа с деформируемой средой.
Сравнивая полученные результаты с пред-
ставленными в [5], можно утверждать, что
на малых частотах при сопоставимых пара-
метрах влияние на контактные напряжения
под штампом наличия горизонтально ориен-
тированных заглубленных включений мало
отличается от влияния внутренних включе-
ний в слое, ориентированных вертикально.
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