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Abstract. This manuscript considers the model of non-homogeneous membrane having alternat-
ing conductive and non-conductive areas. Numerically investigated the hydrodynamics near a
membrane under the influence of an external electric field. The effect on the system two mecha-
nisms — Dukhina vortex formation and Rubinstein–Saltzman. It is shown that the predominant
mechanism Dukhina except for a narrow region of potential difference values. It was found that
for a small amount of non-conductive areas and the main contribution of the system impedance
makes the electrolyte resistance, and at large – the conductivity of the membrane. Detected a
pronounced maximum current through the membrane, depending on the coverage ratio, where the
current intensification can reach 60 %.
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1. Актуальность и цели работы
Интенсивное развитие нанотехнологий

породило всплеск интереса к задачам мик-
рофлюидики � описанию движения жид-
кости в микромасштабах. Подобные прак-
тические задачи возникают, в частности,
в таких областях, как синтез и управле-
ние движением наночастиц (в том числе
органических), конструирование микрона-
сосов/микросмесителей/микросепараторов,
распознавание биоматериалов и т.д. [1]. Из–за
очень малых чисел Рейнольдса и, следова-
тельно, большой вязкости выгодно приводить
жидкость в движение внешним электриче-
ским полем. Жидкость должна быть прово-
дящей. Носителями заряда являются ионы
растворённой соли, щелочи или кислоты, т.е.
жидкость считается электролитом.

Огромную роль в поведении электроли-
та играет тип поверхности контакта. В на-
стоящей работе рассматривается поверхность
типа электрической мембраны (электроселек-

тивная поверхность), пропускающая только
катионы и непроницаемая для анионов. Счи-
тается, что часть поверхности является непро-
ницаемой ни для катионов, ни для анионов.
Это является свойством реальных мембран, а
именно: поверхность раздела покрыта и про-
водящими, и непроводящими участками (пят-
нами) естественного происхождения с харак-
терным размером неоднородности порядка
десятков или сотен микрометров (см. экспе-
рименты [2] и [3]).

Подобные области могут образовываться
и в процессе изготовления мембраны, и в про-
цессе их длительной эксплуатации, в случае
осаждения на их поверхность крупных заря-
женных молекул, например, ДНК или других
причин [3].

Такое строение реальной мембранной по-
верхности приводит к двум механизмам
возникновения сверхпредельных токов или,
иными словами, к двум механизмам до-
полнительного притока ионов к мембран-
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ной поверхности. Первый механизм (меха-
низм Рубинштейна–Зальцмана) связан с элек-
трокинетической неустойчивостью и открыт
недавно [4]. Электрокинетическая неустойчи-
вость включает конвективный перенос ионов
в дополнение к электромиграции и диффузии,
что в конечном итоге приводит к сверхпре-
дельным токовым режимам. Асимптотиче-
ский и численный анализ линейной электро-
кинетической неустойчивости проведён в [5,6].
Численному анализу нелинейной неустойчи-
вости, как двумерной так и трёхмерной, по-
священы работы [7–9].

В неоднородных мембранах существует
ещё и второй механизм увеличения потока
ионов к поверхности. Наличие проводящих
и непроводящих участков мембраны приво-
дит к неравномерному распределению заряда
вдоль мембраны, следовательно, к возникно-
вению неоднородного тангенциального элек-
трического поля. В свою очередь это вызыва-
ет неоднородную силу Кулона около поверх-
ности и возникновение микровихрей, усили-
вающих приток ионов к поверхности и при-
водящих к сверхпредельным токам. Второй
механизм, впервые продемонстрированный
для сферической поверхности Духиным [10],
будем называть по имени автора этой ста-
тьи [10]. Резонансное взаимодействие двух ме-
ханизмов для волнистой мембраны рассмот-
рено в [11].

Настоящая работа решает две задачи. Во-
первых, это исследование влияния естествен-
ных неоднородностей на сверхпредельных то-
ковые режимы. В последнее время научились
создавать искусственные неоднородности на
поверхности мембраны [1]. Поэтому второй
задачей данной работы является разработ-
ка теоретических основ проектирования мем-
бран с заранее заданными свойствами, что
не только объяснит наблюдаемые в экспери-
ментах эффекты, но и позволит управлять
поведением мембранных систем.

2. Формулировка задачи

Рассматривается раствор симметричного
бинарного электролита с равными коэффи-
циентами диффузии ионов ˜D , динамической
вязкостью µ̃, диэлектрической проницаемо-
стью !̃ , который занимает область, ограничен-
ную двумя бесконечными ионоселективны-
ми поверхностями. Здесь и далее тильда ис-
пользуется для обозначения размерных вели-
чин. Задача о движении раствора электроли-

та описывается системой уравнений Нернста–
Планка–Пуассона–Стокса. Для её обезразме-
ривания выбираются следующие базисные
величины: ˜h

0

� среднее расстояние между
мембранами, ˜h2

0

/ ˜D � характерное время, µ̃ �
характерная вязкость, ˜

�

0

=

˜R ˜T / ˜F � харак-
терный потенциал (где ˜R � универсальная
газовая постоянная, ˜T � абсолютная темпе-
ратура, полагаемая неизменной, ˜F � постоян-
ная Фарадея), c̃

0

� молярная концентрация
электролита в начальный момент времени.

После обезразмеривания система Нернста–
Планка–Пуассона–Стокса принимает вид
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Здесь c± � концентрации ионов, u = " /"y
и v = �" /"x � компоненты скорости,  �
функция тока, � � электрический потенциал,
$ = c+�c! � плотность заряда, # =

˜%D / ˜h
0

�
число Дебая (где ˜%D � размерная длина Де-
бая), { = !̃ ˜�2

0

/ µ̃ ˜D � коэффициент сцепления
между гидродинамикой и электростатикой.
Числа Рейнольдса в подобных системах ма-
лы, порядка 10

! 2 Ö 10

! 3, и поэтому уравне-
ния Навье–Стокса могут рассматриваться в
приближении ползущего течения.

Верхняя селективная поверхность, пола-
гаемая идеальной катионообменной мембра-
ной, описывается уравнением y = 1, нижняя
(полагаемая неидеальной катионообменной
мембраной) � y = 0. На верхней мембране
задаются следующие условия:

y = 1 : c+ = $, �c! " �
"y

+

"c !

"y
= 0,

� = 0,  = 0,
" 
"y

= 0,

означающие соответственно фиксированное
значение концентрации катионов на поверхно-
сти, отсутствие потока анионов через поверх-
ности, наличие разности потенциалов �V
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Рис. 1. Типичная зависимость плотности заряда $ = c+ � c! от нормальной координаты y при
�V = 26, &= 1/ 8. На непроводящем участке область пространственного заряда не образуется. На
вставке приведена модель реальной мембраны длины L, состоящая из чередующихся непроводящих
и проводящих областей длиной l и l1 соответственно. 1 Ð распределение заряда над проводящей

зоной, 2 Ð распределение заряда над непроводящей зоной

(без ограничения общности потенциал на од-
ной из поверхностей можно положить равным
нулю), условие прилипания на жесткой по-
верхности. Более подробное обсуждение крае-
вых условий на ионоселективной поверхности
может быть найдено в [5]. Электрический ток
через мембрану определяется исключительно
плотностью тока катионов
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так как поверхность непроницаема для ани-
онов. Коэффициент 1/ 4 выбран с расчётом,
чтобы плотность предельного тока, находя-
щаяся из одномерной постановки, равнялась
единице.

Для моделирования неоднородности пред-
полагается, что на нижней мембране присут-
ствуют области, непроницаемые для ионов
(рис. 1). Для упрощения постановки эти об-
ласти полагаются равного размера l и рас-
положенными через равные промежутки l
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.
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1

представляется удобным зада-
вать волновое число неоднородности k
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. В таком
случае условия на нижней мембране примет
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Здесь фигурные скобки означают дробную
часть выражения в них. Параметр ' задаёт
напряжённость поля на непроводящем участ-
ке. Условия на c! и  остаются без изменений

y = 0 : �c! " �
"y

+

"c !

"y
= 0,  = 0.

Поставленная задача описывается шестью
контрольными параметрами: #, �V , {, k

0

, &
и ' . Как было показано в [1,5,7], зависимость
поведения системы от концентрации $ очень
слабая, поэтому значение $ во всех расчётах
фиксировалось, $ = 5. По продольной коор-
динате x выбиралось условие периодичности
решения. Задачу замыкают начальные усло-
вия однородного нейтрального электролита с
наложенными малыми случайными возмуще-
ниями.
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Рис. 2. Распределение линий тока  (x, y) электролита для докритического и закритического
токовых режимов: а) �V = 26, б) �V = 30. k0 = 4, &= 1/ 8

3. Результаты расчётов

При расчёте были выбраны типичные зна-
чения # = 10

! 3, { = 0,1, поскольку они соот-
ветствуют предыдущим численным экспери-
ментам с однородной мембраной [7–9]. Зада-
вались L = ( , k

0

= 4 � это значение превы-
шает характерное волновое число k вихрей
Рубинштейна [8]. Случай k

0

= k" приводит к
очевидному резонансному усилению вихрей,
не позволяющему оценить влияние других па-
раметров системы на электрокинетическую
неустойчивость.

Кроме того, расчёты выявили слабую ка-
чественную зависимость результатов от вели-
чины ' . В частности, значения установив-
шейся плотности тока при ' = ±60 для
�V < �V" различаются менее, чем на 1,5%.
Приведённые ниже результаты даны для фик-
сированного значения ' = 0, т.е. полагалось
отсутствие поверхностного заряда.

На рис. 1 приведена типичная зависи-
мость плотности заряда $ = c+ � c! от нор-
мальной координаты y при �V = 26, &= 1/ 8.
Отсутствие оттока катионов в непроводящей
области вызывает их накопление и, как след-
ствие, препятствует оттоку анионов. В ре-
зультате плотность заряда в этой области не
претерпевает резкого нарастания, как это про-
исходит для идеальной мембраны. Отметим
также, что область пространственного заряда
в непроводящей зоне выражена крайне слабо.

На рис. 2 показано распределение линий
тока  (x, y) для докритического и закрити-
ческого токовых режимов. Механизм Духина

в силу неоднородности распределения заряда
вызывает вихреобразование на стыке прово-
дящих и непроводящих областей мембраны.
При увеличении разности потенциалов это-
му механизму составляет конкуренцию ме-
ханизм Рубинштейна–Зальцмана. На рис. 2б
видна смена характерного волнового числа
и фактически подавление неустойчивостью
Рубинштейна–Зальцмана механизма Духина.

Известно, что перенос ионов микровихря-
ми является основной причиной возрастания
электрического тока через мембрану и сверх-
предельных токов. Наличие непроводящих
областей уменьшает проводимость мембраны
и, следовательно, ток. Однако на стыке про-
водящей и непроводящей областей образуют-
ся микровихри Духина, сложным образном
взаимодействующие с вихрями Рубинштейна–
Зальцмана. Интенсивность обоих микрових-
рей нетривиальным образом зависит от коэф-
фициента &.

Конкуренцию этих механизмов иллюстри-
рует рис. 3. При малых и больших значениях
& прослеживается общая тенденция уменьше-
ния тока при увеличении скважности непро-
водящих участков. При & меньше 0,2 эта тен-
денция выражена довольно слабо, посколь-
ку её эффект компенсируется вихреобразо-
ванием Духина. Заметим, что микровихри
локализованы в области длиной порядка l
(рис. 2), поэтому их вклад при малых l мал
и способен лишь сдержать падение проводи-
мости в докритическом режиме (кривая 1).
Эта тенденция нарушается при &= 0,2Ö 0,7.
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Рис. 3. Зависимость средней по периоду плотности тока через мембрану от коэффициента покрытия
&. k0 = 4. 1 � �V = 26, 2 � �V = 30 (электрокинетическая неустойчивость ещё не развита)

Интенсификация тока показывает, что вклад
сопротивления зоны обессоливания в общее
сопротивление системы превышает вклад про-
водимости мембраны. Тем не менее, при даль-
нейшем увеличении & это соотношение меня-
ется в пользу последнего. Отметим, что мак-
симум hj i (&) соответствует равенству разме-
ров вихрей Духина и парных им вихрей над
проводящими областями (и соответствующее
значение & близко к 1/2).

Парадоксально, что перекрытие части
мембраны непроводящими участками при
& ! 0,7 увеличивает средний ток через по-
верхность, причём это увеличение может до-
стигать 60%. Такое свойство может быть ис-
пользовано для практических целей при про-
ектировании искусственных мембранных по-
верхностей с заданными свойствами.

На рис. 4 показана вольт–амперная харак-
теристика системы при типичном & = 1/ 8.
Поведение системы около неоднородной мем-
браны не имеет одномерного решения (кривая
2, сплошная линия). В отличие от однородной
мембраны y = 0 (кривая 1, пунктир) меха-
низм Рубинштейна преобладает над механиз-
мом Духина только в ограниченной области
(кривая 2, пунктир). Тем не менее, интенсифи-
кация электрического тока также происходит
и качественно соответствует интенсификации
тока около идеальной мембраны.

Заключение

В работе рассмотрена модель неоднород-
ной мембраны, имеющая чередующиеся про-
водящие и непроводящие участки. Числен-
но исследована гидродинамика вблизи такой
мембраны под действием внешнего электри-
ческого поля. Выявлено влияние на систе-
му двух механизмов вихреобразования � Ду-
хина и Рубинштейна–Зальцмана. Показано,
что механизм Духина является преоблада-
ющим, за исключением узкой области зна-
чений разности потенциалов. Выявлено, что
при малом размере непроводящих участков
основной вклад и импеданс системы вносит
сопротивление электролита, а при большом �
проводимость мембраны. Обнаружен ярко вы-
раженный максимум тока через мембрану в
зависимости от коэффициента покрытия, ко-
гда интенсификация тока может достигать
60%.
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