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Abstract. For the purpose of transporting and diffusion modeling of pollutants in the Azov
Sea and solving the environment tasks a barotropic hydrodynamic model in sigma-coordinates
is implemented. The results of calculations at various wild stresses are considered as initial
information while modeling transporting passive admixture. For implementing the variation
algorithm of assimilation of the measurements data and identification the initial parameters of the
model mathematical apparatus of adjoint equations is used. The questions of choice of compatible
difference approximations at numerical realization of the head and adjoint models are consider.
The TVD-approximations and the variant of monotonous equations are presented. The results
of numerical modeling are compared to satellite data of concentration of suspended matter a
good correlation of model estimations with the measurements data is obtained. On the basis
of application of adjoint equation theory the functions of influence of initial data on admixture
concentration for the areas of intensive navigation in the Azov Sea are created. At implementing
such an algorithm we obtain not only evaluation data of the controlled functional but also the
opportunity to identify the possible pollution sources by spatial structure of created influence
functions and apriority information of the sources. By setting various initial data it’s possible to
estimate the functional in questions characterizing the environment situation without integrating
the head model. Thus on the basis of solution of adjoint tasks and creating influence functions
operative estimation of initial data influence on controlled concentration values of admixture in a
certain aria is possible. Such information can be useful at making decisions with the purpose of
optimization of anthropogenic load on ecosystem of Azov-Black Sea basin. The approach based on
integrating adjoint equations can be applied while solving various ecological tasks. It allows to find
influence areas of the initial fields and pollution sources on the concentration field of investigated
admixture in a certain area.

Keywords: variational algorithm, identification of input parameters, passive admixture, transport
model, Azov Sea, transport and diffusion of pollutions, assimilation of data measurements.

Введение
При решении задач, связанных с оценкой

экологического состояния водных бассейнов,
необходим анализ возможных последствий
распространения примесей различной приро-
ды. Такой анализ полей концентрации мо-
жет быть осуществлен на основе использо-
вания математического моделирования. При
этом решаются две взаимосвязанные пробле-
мы. Первая � решается на основе построе-
ния оптимальной модели переноса примеси и
численной реализации, учитывающей приро-
ду её поведения в водной среде. Вторая про-

блема связанна с идентификацией входных
параметров модели и усвоения данных изме-
рений. Под входными параметрами модели
понимаются её коэффициенты, поля скоро-
стей и начальные данные. Для реализации
вариационного алгоритма усвоения данных
измерений проведены расчеты по моделиро-
ванию гидродинамических полей в Азовском
море при различном ветровом воздействии.
Полученные поля течений и коэффициенты
турбулентной диффузии использовались в ка-
честве входных параметров для основной и
сопряженной задач. Произведено сравнение
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результатов моделирования на основе модели
переноса пассивной примеси со спутниковыми
данными о концентрации взвешенного веще-
ства. На основе интегрирования сопряженной
задачи построены функции влияния для рай-
она интенсивного судоходства в акватории
Керченского пролива. В результате реализа-
ции алгоритма идентификации найдено оп-
тимальное пространственное распределение
мощности источника загрязнения.

Использование сопряженных уравнений и
вариационных принципов при решении задач,
связанных с моделированием динамики океа-
на, получили широкое распространение [1, 2].
Исторически сложилось так, что сначала ва-
риационный подход применялся для решения
задач динамики атмосферы [3, 4], а в даль-
нейшем использовался для решения океано-
логических задач. В основе таких алгоритмов
лежат решение сопряженной задачи и мини-
мизация квадратичного функционала каче-
ства прогноза. Важной особенностью таких
алгоритмов является то, что сама модель вы-
ступает в роли пространственно-временного
интерполянта [4] и получаемое решение со-
гласованно не только с данными измерений,
но и с самой моделью. Идентификация вход-
ных параметров осуществляется за счет ми-
нимизации квадратичного функционала ка-
чества прогноза. Такой функционал является
выпуклым и минимум его единственный. Мо-
дель переноса пассивной примеси � линейная,
поэтому использование её в качестве связей
(ограничений) при минимизации выбранно-
го функционала не меняет его выпуклости,
что позволяет осуществлять поиск входных
параметров модели, при которых её решение
наилучшим образом согласуется с имеющи-
мися данными измерений.

Решение сопряженной задачи по своей су-
ти является �функцией чувствительности�
или �функцией влияния� [5], поэтому реше-
ние сопряженной задачи дает возможность
также оценивать влияние различных райо-
нов области интегрирования модели на ин-
тересующий район. Часто при решении эко-
логических задач необходимо следить не за
самой концентрацией примеси, а за значени-
ями некоторых функционалов в рассматри-
ваемом районе. Например, это может быть
средняя или суммарная концентрация какой-
либо примеси в исследуемой области. Такие
значения функционалов можно вычислять
непосредственно по значениям концентрации
в узлах расчетной сетки. При этом, значения
на конечный момент интегрирования ищутся

путем решения модели переноса с заданны-
ми начальными данными и функциями ис-
точников загрязнения. Таким образом, зада-
вая различные начальные данные и функции
источников, получаем серию полей концен-
трации, для которых вычисляем необходи-
мый функционал в указанной области. Для
различных начальных данных и мощностей
источников необходимо осуществлять новый
пространственно-временной расчет. Среди та-
ких расчетов можно выбрать наиболее опти-
мальный с точки зрения соответствие функ-
ционала его допустимым значениям. С дру-
гой стороны решение подобного рода задач
может быть упрощено на основе метода сопря-
женных уравнений. При этом в соответствии
с [5], сопряженная задача решается один раз
и исследуемый функционал вычисляется без
пространственно-временного счета при раз-
личных начальных полях и функциях источ-
ников.

1. Модель переноса
В качестве модели переноса пассивной

примеси в Азовском море рассмотрим сле-
дующее уравнение в �-координатах
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и начальными данными

C (x, y,�,0) = C
0

(x, y,�) , (1.3)

где C � концентрация примеси; U , V , W �
компоненты поля скорости; AH и KH � ко-
эффициенты турбулентной диффузии в го-
ризонтальном и вертикальном направлениях;
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D (x, y) � динамическая глубина; � � верти-
кальная координата (� = 0 на поверхности,
� = �1 на дне); QS (x, y) , QB (x, y) � пере-
менные по пространству мощности источника
на поверхности и на дне; ¯QS , ¯QB � посто-
янные мощности точечных источников, M �
область интегрирования модели; � � граница
области M ; Mt = M ⇥ [0, T ].

2. Сопряженная задача
Поставим в соответствие (1.1)–(1.3) сопря-

женную задачу
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При выводе (2.1) учтено соотношение, полу-
ченное из уравнения неразрывности

@D

@t
+

@DU

@x
+

@DV

@y
+

@W

@�
= 0. (2.2)

Умножая (1.1)–(1.3) на C⇤ и интегрируя по
частям с учетом (2.1) и (2.2), получим
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Выбираем h в виде
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8
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(2.4)

где m � мера некоторой области ⌦ 2 M . При
этом в левой части выражения (2.3) получа-
ем среднюю концентрацию ¯CT в ⌦ на момент
времени T .

Выбрав в качестве ⌦ ячейку расчетной
сетки имеем

¯CT =

Z

M

C
0

C⇤dM. (2.5)

Таким образом, решая серию сопряженных
задач (2.1) с начальными данными (2.4), по
формуле (2.5) осуществляется оценка поля
концентрации в некоторой ячейке расчетной
сетки. Начальные данные C

0

могут соответ-
ствовать любому моменту времени t

0

2 [0, T ],
при этом процедура восстановления поля кон-
центрации пассивной примеси ¯CT производит-
ся на интервале времени [t

0

, T ].
Сопряженные задачи в данном алгоритме

независимы друг от друга и могут быть реа-
лизованы различными исполнителями (про-
цессорами). Это позволяет с использовани-
ем современной вычислительной техники осу-
ществлять необходимые вычисления в рас-
параллеленном режиме. Дальнейшая оцен-
ка ¯CT осуществляется без пространственно-
временного счета с использованием уже
расчитанных значений C⇤.

Выбирая

h =

⇢

1 � в области ⌦,
0 � вне области ⌦,

можно оценить суммарную концентрацию на
конечный момент времени в области ⌦ по
формуле

Z
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При этом решение сопряженной задачи явля-
ется весовой функцией при начальных дан-
ных, то есть по C⇤

0

можно судить, какие обла-
сти M оказывают влияние на формирование
полей концентрации примеси в ⌦.

3. Вариационный алгоритм
идентификации

Задача усвоения данных измерений C
изм

состоит в минимизации квадратичного функ-
ционала

I
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=

1

2

[P (C � C
изм

) , P (C � C
изм

)]M
t

, (3.1)

где Mt = M ⇥ [0, T ], P � оператор расши-
рения нулями функций невязок, заданных
на множестве точек измерений, а скалярное
произведение определяется стандартным спо-
собом. Минимизация (3.1) с ограничениями
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модели (1.1)–(1.3) эквивалентна поиску экс-
тремума следующего функционала:
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В (3.2) рассмотрен случай переменных по
пространству потоков вещества. Записывая
вариацию функционала (3.2) и интегрируя
по частям с учетом краевых условий и анало-
га уравнения неразрывности в �-координатах
(2.2), получим
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где C⇤ � множители Лагранжа, которые вы-
бираются из решения следующей сопряжен-
ной задачи
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Аналогичным образом строится алгоритм
идентификации в случае определения дру-
гих входных параметров задачи, например,
мощности постоянного точечного источника
или начального поля концентрации.

4. Метод численной реализации

Для простоты изложения рассмотрим сле-
дующую консервативную монотонную раз-
ностную схему [6] для одномерного уравнения
переноса примеси:
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U � скорость, k � коэффициент турбулент-
ной диффузии, �x � шаг по пространству,
µ (R) = cth (R)� 1/R.

Согласованная с ней схема для сопряжен-
ной задачи имеет вид
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Можно показать, что при условии выполне-
ния уравнения (2.2) аппроксимации (4.1) и
(4.2) идентичны и для решения сопряженной
задачи могут быть использованы процедуры,
применяемые при интегрировании основной
задачи.

Часто при решении задач переноса пас-
сивной примеси полезными оказываются так
называемые TVD аппроксимации [7]. В си-
лу того, что аппроксимация диффузионных
членов не претерпевает изменений, продемон-
стрируем особенности построения TVD схем
для сопряженной задачи на следующем одно-
мерном уравнении. Пусть имеем
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где F = UC � поток вещества, U � скорость
переноса.

Аппроксимация (4.3) имеет вид
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Рис. 1. Концентрация взвешенного вещества 16 октября 2015 года
(https://earthdata.nasa.gov/labs/worldview/)

Схема направленных разностей получается
при аппроксимации потоков вида
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U
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�x � число Куранта.
Для решения (4.3) строится TVD схема, в

которой используется комбинация этих двух
схем
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+  (C) ⇤
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⌘
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где  (C) � весовой множитель, зависящий от
решения, определяемый из условия TVD [7].

Можно показать, что оба предельных слу-
чая являются согласованным с соответствую-
щими аппроксимациями при решении основ-
ной задачи.

5. Результаты численных
экспериментов

Численные эксперименты проводились с
моделью [8] для акватории Азовского моря.

Для тестирования вариационного алгоритма
идентификации мощности источника в зали-
ве Казантип был проведен расчет на уста-
новление модельного поля течений с посто-
янным ветром 10 м/с восточного направле-
ния. Полученные поля скоростей и коэффи-
циентов турбулентной диффузии использо-
вались в качестве входных параметров при
интегрировании модели переноса пассивной
примеси на срок 10 сут. При этом шаг по
времени �t = 240 с, шаг по пространству
�x = 0,78 км, �y = 1,125 км. По вертикали
в модели используется расчетная сетка в � �
координатах с 15-ю горизонтами. На рис. 1
представлен снимок поверхности Азовского
моря, из которого по концентрации взвешен-
ного вещества можно судить о динамических
процессах.

По направлению распространения продук-
тов горения от источников на суше можно
определить направление ветра. Восточный ве-
тер наблюдался в течение нескольких суток.
При таком ветровом воздействии от точечно-
го источника, расположенного у косы Долгой,
распространение пассивной примеси изобра-
жено на рис. 2. Сравнивая результат моде-
лирования с данными, полученными с искус-
ственного спутника Земли, можно судить об
адекватном описании моделью динамических
процессов происходящих в Азовском море.

В результате интегрирования сопряжен-
ной модели переноса были построены функ-
ции влияния начальных данных на суммар-
ную концентрацию ¯C в области ⌦, приле-
гающей к Керченскому проливу (рис. 3) и
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Рис. 2. Распространение примеси от точечного источника

Рис. 3. Область ⌦ в районе Керченского пролива

расположенной в районе интенсивного судо-
ходства. В результате при северном ветре на
суммарную концентрацию ¯C в ⌦ в основном
оказывают влияние область Керченского про-
лива и порта Темрюк. Известно, что в данном
районе преобладают северо-восточные ветры.
При таком ветровом воздействии основное
влияние на ¯C в ⌦ оказывает акватория порта
Темрюк (рис. 4).

При восточных и юго-восточных ветрах
основное влияние на ¯C в ⌦ оказывает об-
ласть прохождения судов мористее Керчен-
ского пролива. При южном ветре суммарная
концентрация в указанной области факти-
чески определяется областью прохождения
судов, а при юго-западных ветрах начинают
оказывать основное влияние сам Керченский
пролив с портом Керчь и Азовское побережье

Керченского полуострова, которое наряду с
Казантипским заливом влияют на ¯C в ⌦ при
западном ветровом воздействии. При северо-
западных ветрах на ¯C в ⌦ существенное влия-
ние оказывает область, примыкающая к выхо-
ду из Керченского пролива в Азовском море.
Таким образом, на основе решения сопряжен-
ных задач и построения функций влияния
появляется возможность оценки влияния раз-
личных источников загрязнений на интересу-
ющий район. Такая информация может ока-
заться полезной при принятии решений с це-
лью оптимизации антропогенной нагрузки на
экосистему Азово-Черноморского бассейна.

На рис. 5 представлена область в Казан-
типском заливе, в котором задается перемен-
ное по пространству значение QB. При этом
максимальное значение Qmax

B = �1 достига-
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Рис. 4. Функция влияния при северо-восточном ветре

Рис. 5. Область ⌦ и абсолютное значение мощности источника Q
B

ется в центральной части области. В качестве
данных измерений использовался результат
моделирования распространения пассивной
примеси при восточном ветровом воздействии
и указанном переменном по пространству по-
токе вещества на дне Казантипского залива.

На рис. 6 представлен поток QB на два-
дцатой итерации работы алгоритма иденти-
фикации. В процессе итераций получается
хорошее соответствие найденного QB пер-
воначально заданному. Используемый алго-
ритм позволяет восстанавливать простран-
ственную структуру потока вещества. В дан-
ной работе без ограничения общности рас-
сматривается величина QB. Понятно, что
C

изм

может не принадлежать одному моменту

времени T , а относиться к различным моне-
там времени t 2 [0, T ].

В соответствии с [4] модель в данном ал-
горитме выступает в роли пространственно-
временного интерполянта, поэтому главное,
чтобы общего количества информации бы-
ло достаточно для сходимости итерационного
процесса. Наиболее информативными точка-
ми измерений являются измерения, располо-
женные в области максимальных значений
поля концентрации и районах обладающих
существенной информационной связью с ⌦,
которые можно определить по функциям вли-
яния на основе решения соответствующих со-
пряженных задач.
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Рис. 6. Абсолютное значение мощности источника Q
B

на двадцатой итерации

В целом проведенные численные экспери-
менты показали надежную работу вариаци-
онного алгоритма идентификации мощности
источника загрязнения применительно к мо-
дели переноса пассивной примеси в Азовском
море. Подход, основанный на интегрировании
сопряженных уравнений, может быть приме-
нен при решении различных задач экологи-
ческой направленности. Он позволяет опре-
делять зоны влияния начальных полей и ис-
точников загрязнений на поле концентрации
исследуемой примеси в интересующем нас
районе. Ввиду большого объема информации,
имеющегося в трехмерных полях скоростей и
коэффициентов, умозрительные заключения
о возможных источниках загрязнений весьма
затруднительны. При использовании сопря-
женных уравнений удается точно проследить
все изменения в полях и указать возможные
районы формирования исследуемой примеси.
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