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Abstract. We obtain some types of self-similar substitutions for thermal convection problem,
averaged over a thin layer, extended wave case. The problem is the asymptotic model of dry
non-viscous, no temperature wire drops and is averaging approach Oberbeck–Boussinesq on a thin
layer of an evaporating liquid. The problem is the use of simulation in modern processes involving
heat and mass transfer processes: in medical diagnosis, pharmacological studies, crystallography,
printing, etc. For the construction of self-similar solutions of the original problem moves to
the Riemann invariants. To the resulting problem characteristic relations that determine the
self-substitution were obtained. These substitutions allowed to reduce the dimension of the
problem and reduce it to a system of ordinary differential equations (ODE). Built ODE solutions –
self-similar solution of the problem of thermal convection for extended drops that determine height
drops by osredennuyu toschine mass transfer rate and heat flux as a function of time and location.
Established the applicability of the self-similar solutions to the simulation of different situations:
the evaporation of the droplet and its condensation, pinning, ie, securing the borders of three-phase
contact on a rough surface, and depinning, ie her separation; different geometric configurations
drop at the initial time. Built similar solution exponential type describes a situation where the
liquid layer thickness decreases exponentially (evaporation) or increases (condensing) with time
for a given law. In particular, the rate of decrease (increase) may be determined by the flow of
fluid through a fixed boundary phase contact (drain). The resulting solution of traveling wave
type corresponds to the case when the liquid is drying up direction of the external mechanical
action, causing fluid flow at a constant rate.
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Введение

Исследование процессов тепло- и массопе-
реноса при испарении –конденсации капель
жидкостей имеет важное применение во мно-
жестве современных технологий: медицин-
ской диагностике [1, 2] и фармакологиче-
ских исследованиях (High-throughput Drug
Screening � HTS) [3], кристаллографии бел-
ка [4], для растягивания ДНК и РНК [5],
полиграфии [6], создании структурирован-
ных поверхностей [7], кристаллографии [8],
производстве наноструктур [9], микроматриц
(microarray technology), в том числе однокри-
стальных лабораторий (labs-on-a-chip) [10].
Важной областью исследования физических
процессов, протекающих при испарении ка-

пель, включающих микро- и наночастицы, яв-
ляется самосборка наночастиц в однослойные
упорядоченные суперрешетки (evaporation-
induced self-assembly (EISA) или evaporation
driven self-assembly (EDSA)) [11], а также
так называемый эффект �кофейных колец�
(coffee ring effect), являющийся серьезной про-
блемой для разработчиков струйных принте-
ров [12–15].

Исследование механизмов испарения-
конденсации и поиск путей управления ими
является важной задачей математического
моделирования современных технологий, ос-
нованных на испарении капель и пленок раз-
личных жидкостей. В связи с этим в послед-
ние годы разработано большое количество
моделей, описывающих процессы массопере-
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носа при высыхании капель жидкостей. Для
математического моделирования процессов
в испаряющейся капле применяются различ-
ные подходы. Как правило, авторы рассмат-
ривают (без детального вывода уравнений
модели) те или иные следствия системы урав-
нений Навье–Стокса, а также популярный
в настоящее время метод осреднения трех-
мерных задач по высоте пленки либо капли
испаряющейся жидкости [16–20].

Несмотря на существенные успехи при
моделировании конкретных ситуаций в фи-
зике, медицине и биологии, проблемой под-
хода в указанных работах является потреб-
ность во множестве локальных предполо-
жений, а также преимущественно числен-
ный подход к исследованию получающихся
начально-краевых задач. Модели позволяют
решить конкретные практические задачи ме-
тодами математической физики, однако не
обладают достаточно высоким уровнем общ-
ности. Для каждой конкретной задачи прини-
маются многочисленные упрощающие пред-
положения, основанные на эксперименталь-
ных данных и формулах, полученных эмпи-
рическим путем. Процесс осреднения, исполь-
зуемый в перечисленных работах, также про-
водится на основе упрощающих предположе-
ний и при отсутствии четких математических
обоснований.

В работе [21] разработан универсальный
математический аппарат для исследования
процессов тепло- и массопереноса в испаря-
ющихся каплях и жидкостях. Осуществлено
математически корректное построение при-
ближения Обербека–Буссинеска, наиболее ча-
сто используемого для описания гравитаци-
онной конвекции в жидкости. Введен в рас-
смотрение оператор осреднения, на основа-
нии свойств которого осуществлено осред-
нение и замыкание приближения Обербека–
Буссинеска. Построен ряд математически кор-
ректных универсальных моделей. Наиболее
значимой является задача тепловой конвек-
ции, осредненная по тонкому слою испаря-
ющейся жидкости. Установлено, что сингу-
лярность на границе трехфазного контакта
является мнимой. Получен ряд асимптоти-
ческих универсальных моделей, в том числе
для описания невязкой и (или) нетемперату-
ропроводной капли

ht + div(h2s) = �V
0

�; (1)

st �
2

3

hsdiv s +
4

3

hsrs = 0; (2)

�t �
2

3

h� div s +
4

3

hsr� = 0; (3)

ct + hsrc = D�c. (4)

Здесь h � переменная во времени высота кап-
ли, зависящая от координат; s, � и c � осре-
денные по толщине капли скорость массопере-
носа, тепловой поток и концентрация твердой
примеси в капле. Величина V

0

� безразмер-
ный параметр, характеризующий скорость
переноса массы через межфазную границу.

В работе осуществлено решение задачи
(1)–(3) методом характеристик в сочетании
с численными методами для вращательно-
симметричной капли. Установлено, что для
заданных параметров характер поведения
капли сильно зависит от времени. Если в на-
чальный момент времени профиль близок к
линейному, то с течением времени от прини-
мает нелинейный вид и наблюдается опро-
кидывание профиля. Существенный интерес
представляет получение аналитических ре-
шений для задачи (1)–(3) в общем случае,
в первую очередь, ее автомодельных реше-
ний [22–24].

Ряд автомодельных решений задачи по-
лучен в настоящей работе. Для их постро-
ения выполнен переход к инвариантам Ри-
мана, что позволило получить для системы
уравнений (1)–(3) три типа замен, понижаю-
щих размерность системы и сводящих ее к
системам ОДУ. Для полученных систем ОДУ
найдены различные аналитические решения,
определяющие высоту капли h, осреденные
по толщине капли скорость массопереноса s
и тепловой поток � как функции времени x и
координаты t. Классификация типов постро-
енных решений осуществлена на основании
поведения функции h, описывающей поведе-
ние поверхности капли в процессе испарения-
конденсации. Уставновлена область приме-
нения различных автомодельных решений к
моделированию различных ситуаций: испаре-
ние либо конденсация, пиннинг (закреплен-
ние границы трехфазного контакта, вызван-
ное шероховатостью основания) либо депин-
нинг (отрыв границы на идеально гладком
основании, на котором лежит капля), раз-
личная форма поверхности капли (линейная,
выпуклая, вогнутая) и т.п. Кроме того, по-
лучено автомодельное решение, включающее
экспоненциальную зависимость от времени.
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Оно позволяет описывать как конденсацию,
так и испарение капли в различных условиях:
при высыхании тонкой пленки, распределен-
ной неравномерным слоем между двумя твер-
дыми стенками; в условиях протекания жид-
кости через границу трехфазного контакта,
что соответствует случаю высыхания капли в
условиях дренажа границы. Наконец, постро-
енное решение типа бегущей волны описы-
вает высыхание капли в условиях внешнего
направленного механического воздействия.

1. Задача для протяженной волны в
инвариантах Римана и

определяющие соотношения для
автомодельных замен

Будем рассматривать одномерный случай
задачи тепловой конвекции (1)–(3), являю-
щийся моделью протяженной капли

ht + 2hshx + h2sx = �V
0

�; (1.1)

st + 2/3hssx = 0; (1.2)

�t � 2/3h�sx + 4/3hs�x = 0. (1.3)

Осуществим переход к инвариантам Римана
R, P , Q, в результате чего система (1.1)–(1.3)
приобретет следующий вид:

Rt + 2RP 1/4Rx = �V
0

PQ; (1.4)

Pt + 2/3RP 1/4Px = 0; (1.5)

Qt + 4/3RP 1/4Qx = 0. (1.6)

Связь между старыми и новыми переменны-
ми выражается формулами

R = hs3/4; P = s; Q =

�

s
, (1.7)

или

h = RP�3/4
; s = P ; � = QP. (1.8)

Для построения автомодельных замен введем
в рассмотрение следующие подстановки

R = ↵R, P = �P , Q = �Q,

t = �t, x = "x, (1.9)

где ↵, �, �, �, " � параметры. Неизменность
системы (1.4)–(1.6) при подстановке в нее (1.9)

обеспечивается выполнением следующих ра-
венств:

↵

�
=

↵2�1/4

"
= ��;

�

�
=

↵�5/4

"
;

�

�
=

↵�1/4�

"
.

(1.10)

Как следствие (1.10) получим два определя-
ющих соотношения для системы

� = "/↵�1/4, ↵ = ���. (1.11)

Рассмотрим основные типы автомодельных
замен, вытекающих из (1.11), а также соот-
ветствующие им решения исходной задачи
(1.1)–(1.3).

2. Автомодельная замена 1 и
соответствующие ей решения

Пусть ↵ = � = 1. Тогда из (1.11) следует,
что � = ", � = 1/�. На основании данных
связей между параметрами получим автомо-
дельные замены

x/t = z, Qt = u, (2.1)

где u и t � новые переменные, Применение
(2.1) к задаче (1.4)–(1.6) сводит ее к систе-
ме обыкновенных дифференциальных урав-
нений

Rz

⇣

2RP 1/4 � z
⌘

= �V
0

Pu; (2.2)

Pz

⇣

2/3RP 1/4 � z
⌘

= 0; (2.3)

�u+ uz
⇣

�z + 4/3RP 1/4
⌘

= 0. (2.4)

Система (2.2)–(2.4) имеет два решения, опре-
деляемых уравнением (2.3). Найдем каждое
из них и рассмотрим по отдельности.

Решение 1.1. Пусть, в соответствии с
(2.3),

RP 1/4
= 3/2z. (2.5)

Подстановка (2.5) в уравнения (2.2) и (2.4)
позволяет получить решение системы (2.2)–
(2.4) в инвариантах Римана

R =

�

C
2

� 81/32C
1

V
0

z5
�

1/5
, (2.6)

P = 81/16z4
�

C
2

� 81/32C
1

V
0

z5
��4/5

, (2.7)
Q = C

1

z/t, (2.8)
где C

1

, C
2

� константы интегрирования. Вер-
немся от инвариантов к обычным перемен-
ным (1.8) и на основании формул (2.6)–(2.8)
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Рис. 1. Поверхность капли, описываемая решением (2.9)–(2.11), C1, C2 > 0 (V0 > 0), x
k

� точка
трехфазного контакта. Левая область � конденсация капли; x = 0 – жесткая стенка, к которой

примыкает капля. Правая область � испарение; x = x0 � жесткая стенка. Кривые (1) и (2)
соответствуют различным моментам времени t1 < t2

получим автомодельное решение исходной си-
стемы (1.1)–(1.3)

h =

8

27tx3

✓

C
2

t5 � 81

16

C
1

V
0

x5
◆

4/5

, (2.9)

s =
81

16

x4
✓

C
2

t5 � 81

16

C
1

V
0

x5
◆�4/5

, (2.10)

� =

81

16

C
1

x5

t2

✓

C
2

t5 � 81

16

C
1

V
0

x5
◆�4/5

. (2.11)

Функция s непрерывна при x = 0 и t = 0.
Функция � имеет разрыв при t = 0, h име-
ет разрывы и при x = 0, и при t = 0, что
указывает на невозможность использования
автомодельного решения на границе x = 0.

Функция h ведет себя по-разному в за-
висимости от знаков констант C

1

, C
2

. Пусть
C
1

, C
2

> 0 (V
0

> 0). Из (2.9) видно, что h обра-
щается в ноль при xk = 2/3 5

p

3C
2

/2V
0

Ct. Зна-
чение xk, соответствующее краю капли, уве-
личивается с возрастанием t. Если 0 < x < xk,
то h0x < 0, h0t > 0, то есть функция убыва-
ет по x и возрастает t (конденсация); если
x > xk, то h0x > 0, h0t < 0, то есть имеет место
возрастание функции по x и убывание по t
(испарение).

Таким образом, решение (2.9)–(2.11) мо-
жет быть использовано для описания испа-
ряющейся капли, если в качестве начального
момента времени положить t = t

0

> 0. При

этом предполагается, что �край� капли (стен-
ка, к которой примыкает капля) находится
в некоторой точке x = x

0

> xk. Тогда опре-
делить константы C

1

, C
2

можно, например,
задавая значения h(x

0

) = h
0

, s(x
0

) = s
0

при
t = t

0

. Если же в качестве левого края капли
взять точку x = 0, то формулы (2.9)–(2.11),
определяющие конденсацию капли, нельзя
использовать целиком из-за сингулярности.
Необходимо использовать сшивку (2.9)–(2.11)
с каким-либо удобным решением, например,
константой (рис. 1).

Cоотношения между C
1

, C
2

и вновь вве-
денной константой можно получить, напри-
мер, из начальных условий h(0, t

0

) = h
0

,
s(0, t

0

) = s
0

, '(0, t
0

) = '
0

.

Вывод 1.1. Решение 1.1 при C
1

, C
2

> 0,
определяемое формулами (2.9)–(2.11), в раз-
личных областях задания может быть исполь-
зовано для описания как конденсирующейся,
так и испаряющейся капли.

Если же C
1

, C
2

< 0, то из формул (2.9)–
(2.11) следует: если x < xk, то h0x > 0, h0t < 0,
то есть капля испаряется; если же x > xk,
то h0x < 0, h0t > 0, капля конденсируется. Ес-
ли C

1

> 0, C
2

< 0 либо C
1

> 0, C
2

< 0, то
подкоренная функция в ноль не обращает-
ся и решение описывает испарение пленки,
распределенной неравномерным слоем между
двумя стенками.
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Рис. 2. Поверхность капли, описываемая решением (2.14)–(2.16), конденсация, D1 > 0, R0 > 0;
x = 0 � жесткая стенка, к которой примыкает капля, x = x

k

� точка трехфазного контакта. Линии
соответствуют различным моментам времени t1 < t2

Решение 1.2. Теперь рассмотрим второе
решение уравнения (2.3), соответствующее
Pz = 0: P = D4

1

, где D
1

� константа ин-
тегрирования. Тогда оставшиеся уравнения
системы преобразуются к виду

Rz (2RD
1

� z) = �V
0

D4

1

u, (2.12)

�u+ uz (�z + 4/3RD
1

) = 0. (2.13)

Система ОДУ (2.12)–(2.13) не имеет аналити-
ческих решений, однако допускает построе-
ние асимптотического решения в виде рядов.
На его основе получим асимптотическое ав-
томодельное решение исходной системы (1.1)–
(1.3)

s = D4

1

, (2.14)

� =

D4

1

t

✓

u
0

+

3u
0

4R
0

D
1

x

t
+

+

9

8

R�2

0

D�2

1

✓

u
0

+

V
0

D4

1

u
0

3R
0

◆

x2

t2

◆

, (2.15)

h�
✓

R
0

+

2D4

1

V
0

R
1

◆

=

= �2V
0

D2

1

u
0

R
1

✓

x

t
+

D
1

R
0

R
1

◆

2

,

R
1

= 5R
0

+ 2V
0

D4

1

u
0

.

(2.16)

Как следует из (2.16), по смыслу задачи долж-
но выполняться условие D

1

R
0

> 0.

Будем для определенности считать, что
D

1

> 0, R
0

> 0. Парабола (2.16) имеет верши-
ну в точке B

�

�tD
1

R
0

/R
1

; t2(R
0

+2D4

1

V
0

/R
1

)

�

и пересечения с осью OX в точках

xk = t/R
1

 

�D
1

R
0

±

s

R
0

R
1

+ 2V
0

D4

1

V
0

D2

1

u
0

!

.

Вывод 1.2. Таким образом, с течением
времени высота капли, описываемой Реше-
нием 1.2, заданным формулами (2.14)–(2.16),
возрастает. Следовательно, автомодельное Ре-
шение 1.2 соответствует конденсации капли
(рис. 2). Однако ценность данного автомодель-
ного решения существенно снижена по двум
причинам: 1) величина s постоянна; 2) по-
строенное параболическое решение является
асимптотическим, в то время как исходное
решение представимо в виде рядов.

Неизвестные константы u
0

и R
0

могут
быть найдены, например, из задания углов
смачивания в начальный момент времени
t = t

0

> 0 точках x = 0 и x = xk

h0x(x = 0) = tg↵
1

, h0x(x = xk) = tg↵
2

.

3. Автомодельная замена 2 и
соответствующие ей решения

Пусть � = � = 1. Тогда из (1.11) следует,
что � = ↵, " = �2. Следовательно, применимы
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Рис. 3. Поверхность капли, описываемая решением (3.9)–(3.11), конденсация капли на вертикальной
стенке. Линии соответствуют различным моментам времени t1 < t2

автомодельные замены

z = x/t2, R = tV, (3.1)

приводящие систему (1.4)–(1.6) к виду

V + 2Vz

⇣

�z + V P 1/4
⌘

= �V
0

PQ; (3.2)

Pz

⇣

�2z + 2/3V P 1/4
⌘

= 0; (3.3)

Qz

⇣

�2z + 4/3V P 1/4
⌘

= 0. (3.4)

Из уравнения (3.3) следует, что

Pz = 0 (3.5)

или
V P 1/4

= 3z, (3.6)

а из уравнения (3.4) � что

Qz = 0 (3.7)

либо
V P 1/4

= 3/2z. (3.8)

Рассмотрим решения системы (3.2)–(3.4),
соответствующие различным комбинациям
(3.5)–(3.8).

Решение 2.1. Пусть выполняются (3.5) и
(3.7). Тогда на основании системы (3.2)–(3.4)

может быть получено автомодельное решение
исходной системы (1.1)–(1.3)

x+ t2
�

V
0

P 5

1

Q
1

+ P
1

/V
1

�

=

= P
1

V
1

�

hP 3

1

+ t
�

V
0

P 4

1

Q
1

+ 1/V
1

��

2

, (3.9)

s = P 4

1

, (3.10)

� = Q
1

P 4

1

, (3.11)

где P
1

, Q
1

, V
1

� константы (рис. 3).
Кривая (3.9) есть парабола с вер-

шиной в точке B
�

�t2P
1

K;�Kt/P 3

1

�

, где
K =

�

V
0

P 5

1

Q
1

+ 1

�

/V
1

, и пересечением с осью
OX в точке C(t2P 6

1

KV
0

Q
1

; 0). Если P
1

K < 0,
то вершина параболы расположена в первой
координатной четверти, а ветви повернуты
влево. В соответствии с (3.9) в начальный мо-
мент времени t = 0 получим параболу с вер-
шиной в начале координат: t = 0, x = P 7

1

V
1

h2.
При увеличении времени вершина смещается
вправо и вверх. Таким образом, высота капли
увеличивается и наблюдается �опрокидыва-
ние� профиля капли.

Вывод 2.1. Решение 2.1, определяемое
формулами (3.9)–(3.11), соответствует кон-
денсации капли на стенке, совпадающей с
осью ординат.

Решение 2.2. Пусть теперь выполняют-
ся (3.5) и (3.8), P = P 4

1

, V = 3z/2P
1

, где P
1

�
константа. В этом случае получим второе
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Рис. 4. Поверхность капли, описываемая решением (3.12)–(3.14).x
k

� точка трехфазного контакта.
Левая область � конденсация капли; x = 0 � фиксированный левый край капли; x = x

k

�
движущийся правый край. Правая область – испарение; x = x0 � жесткая стенка, к которой

примыкает капля. Кривые (1) и (2) соответствуют моментам времени t1 < t2

автомодельное решение системы (3.2)–(3.4),
определяющее линейный профиль капли

h = 3x/2P 4

1

t, s = P 4

1

, � = �3x/V
0

P
1

t2.

Решение 2.3. Пусть теперь выполня-
ются соотношения (3.6) и (3.7), Q = Q

1

,
P = 81z4/V 4. Им соответствует следующее
автомодельное решение

h =

t4/5x1/5

27

5

4/5⇥

⇥
✓

A
1

t21/2 � 27

7

V
0

Q
1

x21/4
◆

4/5

, (3.12)

s =
81x4/5

t9/5
5

�4/5⇥

⇥
✓

A
1

t21/2 � 27

7

V
0

Q
1

x21/4
◆�4/5

, (3.13)

� = Q
1

81x9/5

t4/5
5

�4/5⇥

⇥
✓

A
1

t21/2 � 27

7

V
0

Q
1

x21/4
◆�4/5

. (3.14)

Функция h, определяемая (3.12), не имеет син-
гулярностей ни по x, ни по t. При фиксирован-
ном t функция имеет пересечения с осью OX
в точках xn = 0, xk = (7A

1

/27V
0

Q
1

)

4/21 t2.

Максимум функции находится в точке
xm = (28A

1

/675V
0

Q
1

)

4/21 t2, то есть 0 < xm <
< xk. Решение (3.12)–(3.14) может быть ис-
пользовано в области x

0

< x < xk для
описания конденсирующейся капли в усло-
виях пиннинга ее левого края, а в области
xk < x < x

0

� для описания испаряющей-
ся капли (рис. 4). Cоотношения между кон-
стантами, входящими в (3.12)–(3.14) можно
получить, задавая начальные условия.

Вывод 2.3. Решение 2.3, определяемое
формулами (3.12)–(3.14), в различных обла-
стях задания может быть использовано для
описания как конденсации, так и испарения.

4. Автомодельная замена 3 и
соответствующие ей решения

Пусть ↵ = � = 1. Тогда из (1.11) следу-
ет, что � = 1/�, " = �3/4. Таким образом,
применимы автомодельные замены

z = x/t3/4, P = W/t, (4.1)

где z и W � новые неизвестные переменные.
Применение формул (4.1) к системе (1.4)–(1.6)
приводит ее виду

Rz

⇣

�3/4z + 2RW 1/4
⌘

= �V
0

WQ; (4.2)

�W +Wz

⇣

�3/4z + 2/3RW 1/4
⌘

= 0; (4.3)

Qz

⇣

�3/4z + 4/3RW 1/4
⌘

= 0. (4.4)
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Рис. 5. Поверхность испаряющейся пленки, описываемая решением (5.6)–(5.8). Здесь x
k

< 0 �
абсцисса пересечения графика с осью OX; x = 0 и x = x0 соответствуют стенкам, к которой

примыкает капля

Из (4.4) следует, что

Qz = 0, (4.5)

или
RW 1/4

= 9/16z. (4.6)

Cистема (4.2)–(4.4) имеет два решения, опре-
деляемых уравнениями (4.5) и (4.6).

Решение 3.1. Cлучаю (4.6) соответству-
ет автомодельное решение системы

h =

9x

16B
1

exp

✓

4x2

3

p
t3

◆

, (4.7)

s =
B

1

t
exp

✓

� 4x2

3

p
t3

◆

, (4.8)

� = � 27z

144B1/4
1

V
0

t
⇥

⇥
✓

1 +

2x2

3

p
t3

◆

exp

✓

x2

3

p
t3

◆

. (4.9)

Из формул (4.7)–(4.9) следует, что функция h
возрастает по x, убывает по t; s � убывает по
x и по t; � возрастает по x, убывает по t. Кон-
станта B

1

может быть найдена из задания,
например, угла смачивания при x = 0.

Вывод 3.1. Решение 3.1, определяемое
формулами (4.7)–(4.9), соответствует испаре-
нию в условиях пиннинга, то есть неподвиж-
ной границы трехфазного контакта в точке
x = 0.

Решение 3.2. Случай (4.5) означает, что
Q = A

1

. Ему соответствует частное решение
задачи

h =

3

B4

x1/5t3/5, s = B4

x4/5

t8/5
,

� = � 63

5V
0

B

x4/5

t8/5
,

(4.10)

где B есть произвольная постоянная.

Вывод 3.2. Решение 3.2, определяемое
соотношением (4.10), соответствует конденса-
ции капли в условиях пиннинга.

5. Экспонециальное автомодельное
решение

Теперь будем разыскивать автомодельное
решение задачи (1.1)–(1.3) в виде

h = H(x) exp(�t),

s = S(x) exp(��t),

� = �(x) exp(�t),

(5.1)
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Подстановка (5.1) в уравнения (1.1)–(1.3) по-
нижает их размерность и приводит к простой
системе ОДУ для функций H(x), S(x), �(x)

�H + 2HSH 0
x +H2S0

x = �V
0

�; (5.2)

�S + 2/3HSS0
x = 0; (5.3)

��0
t � 2/3H�S0

x + 4/3HS�0
x = 0. (5.4)

Ее решение имеет следующий вид:

� = �

0

, S =

S
0

5

q

(2,5�H + V
0

�

0

)

6

,

2S
0

(3�H + V
0

�

0

)

5

q

(2,5�H + V
0

�

0

)

6

= �1,5�x+ C,

где S
0

, �
0

, C � константы интегрирования.
С учетом (5.1), автомодельное Решение 4 од-
номерной задачи (1.1)–(1.3) для протяженной
капли имеет вид

h(x, t) = H(x) exp(�t), (5.5)

где H(x) есть решение уравнения

2S
0

(3�H + V
0

�
0

)

5

q

(2,5�H + V
0

�
0

)

6

= �1,5�x+ C, (5.6)

s(x, t) =
S
0

exp(��t)

5

q

(2,5�H + V
0

�
0

)

6

, (5.7)

� = �

0

exp(�t). (5.8)

Исходя из физического смысла, для испаре-
ния � < 0 (т.е. высота капли уменьшается со
временем). Со временем поток тепла � так-
же уменьшается, а скорость массопереноса
s, наоборот, увеличивается. Для конденсации
� > 0 (т.е. высота капли увеличивается со
временем), � увеличивается, а скорость мас-
сопереноса s уменьшается. Как следует из
(5.6), точке пересечения графика с осью OX
(h = 0) соответствует абсцисса

xk = 2/3�

✓

C � 2S
0

� 5
p
V
0

�
0

◆

.

Возможны два случая.
Случай 1. Рассматривается жидкость,

заполняющая неравномерным слоем про-
странство от x = 0 до x = x

0

(две стенки).

Соответственно xk < 0, константы C и S
0

мо-
гут быть определены, например, из задания
высоты капли в начальный момент времени
t = 0 при x = 0 и x = x

0

. Вместо одного
из указанных условий можно считать, что
константа �

0

задана в начальный момент вре-
мени: �(0) = �

0

. Полученное решение соот-
ветствует испарению пленки, неравномерным
слоем расположенной между двумя стенками
(рис. 5).

Случай 2. Пусть теперь xk > 0. Тогда ле-
вый край жидкости представляет собой точ-
ку трехфазного контакта. Считаем, что на
правом крае области x = x

0

в начальный
момент времени определено значение h, а
значит, из (5.6) вытекает соотношение для
констант. Кроме того, пусть задана констан-
та �

0

в начальный момент времени �(0) = �
0

.
Имеем два уравнения для определения трех
констант C, �

0

и S
0

.
Существенно, что при xk скорость массо-

переноса не обращается в ноль

s(xk) =
S
0

5

q

(V
0

�
0

)

6

.

Условие означает протекание жидкости через
границу с заданной, экспоненциально возрас-
тающей со временем скоростью (рис. 6)

v(t) = s(xk) exp(��t) =
S
0

exp(��t)

5

q

(V
0

�
0

)

6

. (5.9)

Условие (5.9) позволяет, во-первых, задать
параметр �, во-вторых, получить третье усло-
вие для нахождения констант

S
0

= s(xk)
5

q

(V
0

�
0

)

6.

Вывод 4. Экспоненциальное автомодель-
ное Решение 4, определенное формулами
(2.4)–(2.7), может быть использовано для опи-
сания как испарения, так и конденсации жид-
кой пленки в двух случаях: 1) если жидкость
расположена неравномерным слоем между
двумя твердыми стенками; 2) если на левой
границе трехфазного контакта имеет место
протекание жидкости с экспоненциально за-
даной скоростью, то есть имеет место дренаж.
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Рис. 6. Поверхность испаряющейся капли в условиях пиннинга, описываемая решением (5.6)–(5.8).
Здесь x

k

> 0 � точка трехфазного контакта; x = x
k

� жесткая стенка

6. Автомодельное решение типа
бегущей волны

Будем разыскивать решение системы
(1.1)–(1.3) в виде бегущей волны, то есть в
зависимости от новой переменной

⇠ = x� vt. (6.1)

В результате подстановки (6.1) система (1.1)–
(1.3) сводится к следующему виду

h0⇠(�v + 2hs) + h2s0⇠ = �V
0

�; (6.2)

s0⇠(�v + 2/3hs) = 0; (6.3)

�0
⇠(�v + 4/3hs)� 2/3h�s0⇠ = 0. (6.4)

Как следует из (6.3), возможны два варианта
решения.

Решение 5. Пусть выполняется первый
вариант решения, s0⇠ = 0 или

s = S
1

= const, (6.5)

следовательно,

h0⇠(�v + 2hS
1

) = �V
0

�, (6.6)

�0
⇠(�v + 4/3hS

1

) = 0, (6.7)

и на основании (6.7) также получаем два ре-
шения.

Решение 5.1. Пусть, согласно уравнению
(6.7), �0

⇠ = 0 или � = �
1

. Этому случаю соот-
ветствует автомодельное решение системы

h =

v

S
1

±

±

s

�V
0

�
1

S
1

✓

x� vt� v2 + S
1

C
1

V
0

�
1

◆

, (6.8)

s = S
1

, � = �
1

, (6.9)

где константы S
1

, �
1

, C
1

определяются на-
чальными условиями (рис. 7).

Пусть теперь, на основании (6.7)
h = 3v/4S

1

. Тогда, как следует из (6.6), � = 0.
С учетом того, что здесь s = S

1

, данное ре-
шение состоит из констант и физического
интереса не представляет.

Решение 5.2. Пусть выполняется второй
вариант решения уравнения (6.3), v = 2/3hs.
Ему соответствует автомодельное решение,
при котором поверхность капли определяется
параболой

h =

p

�4V
0

�
2

/v(x� vt+ C
2

),

� = ± �
2

p

�4V
0

�
2

/v(x� vt+ C
2

)

,

s =
1,5v

p

�4V
0

�
2

/v(x� vt+ C
2

)

,
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Рис. 7. Поверхность капли, описываемая решением (6.8)-(6.9), зависимость от времени t, v > 0.
Линии соответствуют различным моментам времени t1 < t2;

где C
2

� константа интегрирования.

Вывод. Решение типа бегущей волны поз-
воляет описать высыхание пленки в условиях
внешего механического воздействия, вызы-
вающего движение жидкости с постоянной
скоростью.

Заключение

Как следует из представленного материа-
ла, задача тепловой конвекции обладает боль-
шим количеством автомодельных решений,
среди которых фигурируют степенные, с экс-
поненциальной зависимостью от времени, ти-
па бегущей волны и т.д. С помощью подбо-
ра констант, соответствующих краевым усло-
виям, данные автомодельные решения мож-
но применять для моделирования различных
практических ситуаций: испарение капли и
ее конденсация в различных геометрических
конфигурациях; пиннинг – депиннинг (в том
числе только на одной границе); высыхание
капли в условиях внешнего механического
воздействия и т.д.
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