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Abstract. The ecological state of the Azov Sea is required the creation of reliable environmental
monitoring systems that allow you effectively to assess the situation in the areas subject to
technological impact, especially in the areas of the intensive shipping and the construction of
communication systems of a different nature. For such evaluations of the examined object it is
effective to use highly productive computer technologies and approaches allowing implementing
parallelization of calculations. Solving the problems of the pollution spreading of a different
nature in the sea is possible on the basis of the methods of the mathematical modeling and the
methods for the solving inverse problems, when according to the measurement data due to their
assimilation occurs the identification of the certain parameters of the transport model. Recently,
variational methods of assimilation and the method of the adjoint equations have been actively
developed and used to solve the oceanographic problems. The algorithms of the measurement
data adoption are based generally on the minimization of a quadratic functional prediction quality
that characterizes the deviation of the model solutions from the measurement data. The transport
model of the passive admixture acts as a limit to the variations of the input parameters. In this
work, the method of the adjoint equations is applied that allows searching for the location of the
source of pollution. The Identification of the source power was produced by using the variational
filtering. The numerical experiments were conducted using a hydrodynamic model of the Azov
Sea. The resultant flow fields were used in the modeling the transport of the passive admixture.
The numerical experiments have shown that the result of the identification significantly depends
on the location of measurement points. The most accurate reproduction of the true value of the
power source of pollution is obtained in the case, where measurements are carried out in the
region of maximum concentration values of the field, which leads to a better conditionality of
the solving problem. In general, the carried out numerical experiments have shown the reliable
operation of the power of the algorithm identifying the source of pollution, related to the model
of passive admixture transport in the Azov Sea.

Keywords: method of the adjoint equations, identification of input parameters, passive admixture,
transport model, Azov Sea, spreading of pollution, assimilation of the data measurements.

Введение

Экологическая обстановка в акватории
Азовского моря требует создания систем мо-
ниторинга состояния окружающей среды, поз-
воляющих оперативно оценивать последствия
и причины загрязнений в районах, подверга-

ющихся техногенному воздействию, особенно
в областях интенсивного судоходства и строи-
тельства коммуникаций различного характе-
ра. Решение таких задач возможно на основе
методов математического моделирования [1]
и методов решения обратных задач [2–4], ко-
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гда по данным измерений за счет их ассими-
ляции происходит идентификация входных
параметров модели. В последнее время вари-
ационные методы ассимиляции и метод со-
пряженных уравнений активно развиваются
и используются для решения подобных за-
дач [5–7]. Для оперативности получения ин-
формации о состоянии исследуемого объекта
численная реализация таких моделей и алго-
ритмов должна осуществляться с использова-
нием современных подходов, в том числе, рас-
параллеливания вычислений. Вариационные
алгоритмы усвоения данных измерений осно-
ваны на итерационной минимизации квадра-
тичного функционала качества прогноза, ко-
торый характеризует отклонения модельного
решения от данных измерений. При этом мо-
дель переноса пассивной примеси выступает
в качестве ограничений на вариации входных
параметров при минимизации функционала.
В работе [8] рассмотрен вариационный алго-
ритм идентификации мощности источника. В
настоящей работе применен метод сопряжен-
ных уравнений [9], позволяющий эффектив-
ноосуществить поиск параметров источника
загрязнения с точки зрения организации вы-
числительного процесса.

1. Метод сопряженных уравнений
Рассмотрим модель переноса пассивной

примеси в �-координатах
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где t � время; x
0

, y
0

� координаты точечного
источника; D � динамическая глубина; C �
концентрация примеси; Q � мгновенный то-
чечный источник постоянной мощности; U ,
V , W � компоненты поля скорости; AH и K �
коэффициенты горизонтальной и вертикаль-
ной турбулентной диффузии соответственно;
n � нормаль к боковой границе.

Умножая (1.1)–(1.4) на C⇤ и интегрируя
по частям с учетом краевых условий и анало-
га уравнения неразрывности в �-координатах
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и выбирая C⇤ как решение сопряженной за-
дачи

� @DC⇤

@t
� @DUC⇤

@x
� @DV C⇤

@y
� @WC⇤

@�
�

�D
@

@x
AH

@C⇤

@x
�D

@

@y
AH

@C⇤

@y
�

� @

@�

K

D

@C⇤

@�
= 0, (1.6)

Г :
@C⇤

@n
= 0, � = 0 :

@C

@�
= g,

� = �1 :
@C

@�
= 0,

(1.7)

t = T : C⇤ = 0, (1.8)
получим

Z

S

QC⇤dS =

Z

S

CgdS, (1.9)

где S � поверхность моря,

g = � (t� T ) � (x� xn) � (y � yn) ,

n = 1, . . . , N,

N � общее количество точек измерений на
конечный момент времени. Учитывая пред-
ставления для Q и g из формулы (1.9) имеем

QSC
⇤
n (0, x0, y0,0) = C (T, xn, yn,0) ,

n = 1, . . . , N.
(1.10)

Формула (1.9) аналогична формуле, получен-
ной в [10] для оценки поля концентрации по
различным начальным данным, и является по
своей сути двойственным представлением [9]
концентрации через мощность источника и
решение соответствующей сопряженной за-
дачи. Отметим, что N сопряженных задач
для N точек являются независимыми друг
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Рис. 1. Решение сопряженных задач и местоположение источника загрязнения

от друга и могут быть реализованы в парал-
лельном режиме различными исполнителями
(процессорами).

Если координаты точки выброса (x
0

, y
0

)
подлежат определению, то, решая N сопря-
женных задач (1.6)–(1.8), можно определить
область ⌦ = \Ln, n = 1, . . . , N , где Ln � об-
ласти существенных значений C⇤

n. Следует
отметить, что в случае, когда сопряженные
задачи решаются на интервале времени, не
соответствующем истинному временно́му про-
межутку, не удается получить пересечение
всех областей Ln для идентификации место-
положения источника загрязнения. На рис. 1
представлен вариант расчета функций влия-
ния для периферийных точек пятна загряз-
нения на временном интервале 2,5 сут. Таким
образом, априорная информация о местопо-
ложении пятна загрязнения и его границах
может оказаться полезной при определении
местоположения области ⌦. В качестве та-
кой информации могут быть использованы
данные дистанционного зондирования, полу-
чаемые со спутников в оперативном режи-
ме. Расположение точек (xi, yi) на границе
пятна загрязнения позволяет существенно
сузить область ⌦, а расположение точек из-
мерений в областях максимальной концен-
трации приводит к лучшей обусловленности
решаемой задачи определения QS . Выбирая
(xi, yi) 2 ⌦, i = 1, . . . ,M , можно построить M
систем для различных координат источника
загрязнения. Для (xi, yi) = (x

0

, y
0

) величины
Qn

S ⇡ QS , n = 1, . . . , N . Значения QS находят-
ся из системы (1.10) на основе метода филь-

трации [11], который успешно применяется
при решении такого рода задач [12]. В случае
переопределенной системы (1.10) и ошибок
при измерении Cn необходима фильтрация
с учетом всей информации, имеющейся в N
уравнениях. В результате работы такой проце-
дуры уравнения новой системы сортируются
по рангу. В итоге в первой строке системы
оказывается уравнение с наилучшей обуслов-
ленностью, из которого находится величина
QS , а неинформативные уравнения удаляют-
ся.

2. Результаты численных
экспериментов

Численные эксперименты проводились с
использованием баротропной гидродинамиче-
ской модели, описанной в работе [1], для аква-
тории Азовского моря. Для тестирования ал-
горитма идентификации мощности источника
был проведен расчет на установление модель-
ного поля течений под воздействием постоян-
ного ветра северо-восточного направления со
скоростью 10 м/с. В результате моделирова-
ния также было получено пространственное
распределение коэффициентов AH и K. По-
ля скоростей и коэффициентов турбулентной
диффузии использовались в качестве вход-
ной информации при интегрировании модели
переноса пассивной примеси на срок 5 сут.

Модельное поле концентрации рассчиты-
валось при QS = 1, а результаты расчетов
нормировались на максимальное значение.
На рис. 2 изображено истинное местоположе-
ние мгновенного точечного источника, кото-
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Рис. 2. Местоположение мгновенного точечного источника, нормированное поле концентрации и
точки

Рис. 3. Решение сопряженных задач, область ⌦ и местоположения источников загрязнения

рое обозначено черной точкой. Кроме модель-
ного поля концентрации на этом рисунке изоб-
ражены 4 точки измерений (N = 4). Резуль-
тат интегрирования четырех сопряженных
задач (1.6)–(1.8) представлен на рис. 3. Со-
ответствующая этим сопряженным задачам
область ⌦ выделена на рисунке серым цветом.
Из рисунка видно, что истинное местоположе-
ние источника, обозначенное на рисунке циф-
рой �1�, принадлежит области ⌦. Для этой
точки решение четырех уравнений системы
(1.10) имеет следующие значения Q1

S = 1,024,
Q2

S = 0,9882, Q3

S = 0,9581, Q4

S = 1,2446. Точ-
ка �1� является наилучшей, так как значения
в этой точке Qi

S ⇡ 1. Значения Qi
S в осталь-

ных точка в большей мере отличаются друг

от друга, поэтому они не рассматриваются.
Из переопределенной системы (1.10) для точ-
ки �1� на основе метода фильтрации находим
QS = 1,0122.

Заключение
Проведенные численные эксперименты по-

казали, что наиболее точное воспроизведение
истинного значения мощности источника за-
грязнения получается в случае, когда изме-
рения производятся в области максимальных
значений поля концентрации, что приводит
к лучшей обусловленности решаемой задачи.
Измерения, проведенные на границе пятна
загрязнения, позволяют существенно сузить
область поиска первоначального источника
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примеси. Использование метода фильтрации
при решении переопределенной системы поз-
воляет получать решение с учетом всей посту-
пающей информации, что существенно улуч-
шает получаемые результаты. В целом про-
веденные численные эксперименты показали
надежную работу алгоритма идентификации
мощности источника загрязнения примени-
тельно к модели переноса пассивной примеси
в Азовском море. Результаты могут быть ис-
пользованы для решения различных задач
экологической направленности при изучении
воздействия источников загрязнения антро-
погенного характера в акваториях Азовского
и Черного морей.
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