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Abstract. The paper presents the results of analytical studies of the distribution of contact
stresses at the interface between a limited pool of liquid and an elastic foundation. A limited
amount of an ideal compressible fluid, located on deformable foundation, is considered. An elastic
layer and an elastic half-space rigidly coupled with non-deformable base are considered as the
latter. In the system “elastic medium – liquid” the oscillations are excited by surface vibrator.

The velocity potential that satisfies the wave equation as the characteristic of the wave field in
the liquid is being considered. It is assumed that the hydrodynamic pressure on the upper liquid
surface is absent. The condition of impermeability is given on vertical borders, on bottom surface
the liquid is affected by an elastic foundation. The displacement vector points of the elastic base
satisfy the system of Lame differential equations. The interaction of the liquid and elastic medium
is determined by the continuity of the vertical speed component in the contact area. It is believed
that the system vibrations are of steady character.

In this work the integral equation of the first kind with kernel is obtained and solved, depending
on both difference and sum of the arguments, the function is also built, that describes the
distribution of contact stresses in the area of contact between the liquid and the elastic media
with consideration of physical and frequency factors.

The relevance of research of dynamic interaction of hydraulic structures with deformable
foundation is determined by the high requirements for reliability of their exploitation and the
degree of certainty of the forecast of consequences in case of vibroseismic interactions. The results
of this study may serve as a foundation for the further development of methods for solving dynamic
contact problems of joint oscillations of elastic and liquid mediums.

Keywords: limited pool of liquid, elastic foundation, harmonic oscillations, the integral factoriza-
tion method.

Повышение требований к долговечности
и надежности эксплуатации энергетических,
промышленных и гидротехнических соору-
жений, особенно в сейсмически активных ре-
гионах, к которым относится и Краснодар-
ский край, диктует необходимость разработ-
ки достоверных способов исследования осо-
бенностей динамических режимов функцио-
нирования этих объектов при вибрационных
воздействиях сейсмического и техногенного
характера. Повышение точности описания ре-
альных процессов и достоверности оценок

возможных последствий вибросейсмическо-
го воздействия является чрезвычайно акту-
альной задачей, решение которой особенно
важно в случаях, когда искусственные и есте-
ственные дамбы, плотины, водохранилища
располагаются в непосредственной близости
от населенных пунктов.

Растущий интерес к математическим мо-
делям динамического взаимодействия гидро-
сооружений с геологической средой связан, в
частности, и с развитием геофизики, гидро-
акустики, сейсмологии, чьи эксперименталь-
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ные методы позволяют получать региональ-
ную сейсмическую информацию, использо-
вание которой дает возможность проводить
аналитические и численные исследования ос-
новных параметров, обеспечивающих безопас-
ное функционирование изучаемых объектов.
В качестве моделей гидросооружений различ-
ного назначения обычно принимаются огра-
ниченный или полуограниченный слой сжи-
маемой жидкости.

Проблемы, связанные с особенностями
волновых процессов в контактирующих жид-
ких и упругих средах, рассматривались мно-
гими авторами, им посвящены, например, ра-
боты [1–4]. В [3] представлены методы иссле-
дования распространения возмущений в гид-
ротехнических сооружениях под действием
динамических нагрузок с учетом их взаимо-
действия с упругим основанием и жидкостью,
описаны математические модели, позволяю-
щие изучать возникающие поля деформаций
и напряжений, и аналитические методы по-
строения решений нестационарных задач.

Однако несмотря на многочисленные пуб-
ликации и разнообразные подходы, на сего-
дняшний день вопросы динамического взаи-
модействия конструкций с жидкостью и де-
формируемым основанием не до конца изуче-
ны, поскольку исследование подобных систем
требует совместного решения нескольких вза-
имосвязанных задач гидродинамики и дина-
мической теории упругости, что сопряжено с
определенными математическими сложностя-
ми. Наиболее часто рассматриваются модели,
представляющие собой системы слоев сжима-
емой идеальной жидкости и упругих однород-
ных слоев с плоскопараллельными граница-
ми раздела. В [5] авторами была исследована
задача для контактирующих протяженных
жидкой и упругих сред.

В настоящей работе представлены резуль-
таты аналитического исследования распреде-
ления контактных напряжений на границе
раздела упругого основания и ограниченного
бассейна жидкости.

Рассматривается ограниченный объ-
ем идеальной сжимаемой жидкости
{(x, y) 2 ⌦; 0 < z < h}, расположенный
на деформируемом основании. В качестве
последнего рассматриваются:

а) жестко сцепленный с недеформируе-
мым основанием однорородный упругий слой
{�1 < x, y < 1; � H < z < 0};

б) однородное упругое полупространство
{�1 < x, y < 1; � 1 < z < 0}.

В системе �упругая среда – жидкость�
гармонические во времени колебания воз-
буждаются виброисточником, моделируемым
распределенной в области ⌦

0

нагрузкой
F = {0, 0, q

0

(x, y, t)}.
В качестве характеристики волнового по-

ля в жидкости рассматривается потенциал
скоростей �̄ (x, y, z, t), удовлетворяющий вол-
новому уравнению

��̄ =
1

c2
0

@2�̄

@t2
(1)

и заданным граничным условиям. Полагает-
ся, что на верхней поверхности жидкости гид-
родинамическое давление отсутствует. На вер-
тикальных границах задано условие непро-
текания, на нижней поверхности жидкость
испытывает воздействие со стороны упруго-
го основания. Данные условия могут быть
описаны следующим образом:

@�̄

@n

����
(x,y)2⌃,

06z6h

= 0,

⇢
0

@�̄

@t

����
z=h

(x,y)2⌦

= 0, (2)

⇢
0

@�̄

@t

����
z=0,

(x,y)2⌦

= q̄ (x, y, t) .

Здесь использованы обозначения: ⌃ � грани-
ца области ⌦, n � единичная внешняя нор-
маль к ⌃, c

0

� скорость звука в жидкости,
⇢
0

� плотность жидкости, q̄ (x, y, t) � функ-
ция нормального давления на границе разде-
ла жидкой и упругой сред.

Вектор перемещений

ū (x, y, z, t) = (ū, v̄, w̄)

точек упругого основания удовлетворяет си-
стеме дифференциальных уравнений Ляме

(�+ µ) grad (div ū) + µ�ū = ⇢
@2ū

@t2
(3)

и условиям на поверхности z = 0 упругой
среды

2µ
@w̄

@z
+ � div ū =

=

8
<

:

q (x, y, t) , (x, y) 2 ⌦,
q
0

(x, y, t) , (x, y) 2 ⌦
0

,

0 (x, y) /2 ⌦, ⌦
0

,
(4)

@ū

@z
+
@w̄

@x
= 0, �1 < x, y < 1, (5)
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Рис. 1. Геометрическое представление системы

@v̄

@z
+
@w̄

@y
= 0, �1 < x, y < 1. (6)

Если в качестве основания рассматривается
упругий слой, на нижней его границе z = �H
задается условие жесткого сцепления

ū (x, y,�H, t) = 0. (7)

Если как основание рассматривается упру-
гое полупространство, приняты условие
убывания смещений на бесконечности
(R =

p
x2 + y2 + z2 ! 1)

ū (x, y, z, t) ! 0 (8)

и условие излучения [6, 7].
Взаимодействие жидкой и упругой сред

определяется непрерывностью вертикальной
составляющей скорости в области контакта

✓
@w̄

@t
� @�̄

@z

◆����
z=0,

(x,y)2⌦

= 0. (9)

Полагается, что колебания системы носят
установившийся (с частотой !) характер и
зависимость от времени характеристик зада-
чи описывает множитель exp (�i!t).

Далее задача рассматривается в плоской
постановке, т.е. функции, соответствующие
всем заданным и искомым величинам, не за-
висят от координаты x:

q̄ (x, y, t) = q(y) exp (�i!t) ,

�̄ (x, y, z, t) = �(y, z) exp (�i!t) ,

ū (x, y, z, t) = v, w = u (y, z) exp (�i!t) .

Геометрическое представление рассматри-
ваемой системы изображено на рис. 1. Как
видно из рисунка, область ⌦ = {0 6 y 6 d},
⌦
0

= {�l � s 6 y 6 �s}.

Аналогично подходу, изложенному в [8],
решение краевой задачи (1), (2) получено при-
менением конечного косинус-преобразования
Фурье и представляет собой ряд вида

� (y, z) =
�i

d⇢
0

!

1X

n=�1
QC (n)K

1

(n, z)⇥

⇥ exp
⇣
�i
⇡ny

d

⌘
. (10)

Здесь

QC (n) =

dZ

0

q (y) cos
⇣⇡ny

d

⌘
dy,

K
1

(n, z) =
sh
⇣
(h� z)

q
⇡2n2

d2 � !2

c20

⌘

sh
⇣
z
q

⇡2n2

d2 � !2

c20

⌘ .

Применение к уравнению (3) и граничным
условиям (4)–(7) для упругого слоя (или (4)–
(6), (8) � для полупространства) преобразо-
вания Фурье по переменной y и последующее
решение системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений приводит к представлению
компонент вектора перемещений u (y, z) то-
чек упругого основания в интегральной фор-
ме

v (y, z) =

dZ

0

q (⇠) r
1

(y � ⇠, z) d⇠ + v
0

(y, z) =

=
1

2⇡

Z

�

R
1

(↵, z) (Q (↵) +Q
0

(↵))⇥

⇥ exp (�i↵y) d↵, (11)
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w (y, z) =

dZ

0

q (⇠) r
2

(y � ⇠, z) d⇠+w
0

(y, z) =

=
1

2⇡

Z

�

R
2

(↵, z) (Q (↵) +Q
0

(↵))⇥

⇥ exp (�i↵y) d↵, (12)

где Rj (↵, z), j = 1, 2 � соответствующие ком-
поненты последнего столбца символа матри-
цы Грина для слоя или полупространства
(согласно выбранной модели упругого осно-
вания), Q (↵), Q

0

(↵) � Фурье-образы соот-
ветственно q (y) и q

0

(y). Контур интегриро-
вания � почти всюду совпадает с веществен-
ной осью, отклоняясь от нее в комплексную
плоскость лишь при обходе вещественных то-
чек ветвления и полюсов подынтегральной
функции в соответствии с условием излуче-
ния [6, 7].

Исходя из условия взаимодействия сред
(9) и используя соотношения (10)–(12), а так-
же формулу суммирования Пуассона, полу-
чено интегральное уравнение относительно
неизвестного гидродинамического давления
q (y)

1X

n=�1

 dZ

0

k (y � 2nd� ⇠) q (⇠) d⇠+

+

dZ

0

k (y � 2nd+ ⇠) q (⇠) d⇠

!
�

� ⇢
0

!2

dZ

0

r (y � ⇠) q (⇠) d⇠ = f (y), (13)

0 < y < d,

где

k (y) =
1

2⇡

1Z

�1

K (↵) exp (�i↵y) d↵,

K (↵) = �
3

cth (h�
3

) ,

�
3

=
q
↵2 � 2

3

, 
3

=
!

c
0

.

Левая часть интегрального уравнения (13)
может быть продолжена на всю действитель-
ную ось y с помощью функций �

1

(y) � в

область y < 0 и �
2

(y) � в область y > d. По-
сле этого, применив к уравнению интеграль-
ное преобразование Фурье и проделав ряд
алгебраических преобразований, приходим к
системе функциональных соотношений, мат-
ричное представление которой имеет вид

X

+ (↵) +B (↵)X� (↵) = F (↵) . (14)
Здесь

X

+ (↵) =

0

BB@

Q+ (↵)
Q+

1

(↵)
�+

1

(↵)
�+

2

(↵)

1

CCA ,

X

� (↵) =

0

BB@

Q� (↵)
Q�

1

(↵)
��
1

(↵)
��
2

(↵)

1

CCA ,

F (↵) =

0

BB@

0
0

�F (�↵)
�F (↵) exp (�i↵d)

1

CCA ,

Q+ (↵) ⌘ Q (↵) ,

��
1

(↵), �+

2

(↵), F (↵) � трансформанты Фу-
рье функций q (y), �

1

(y), �
2

(y), f (y) соответ-
ственно,

Q� (↵) = Q+ (�↵) ,
Q+

1

(↵) = Q� (↵) exp (i↵d) ,

Q�
1

(↵) = Q+ (↵) exp (�i↵d) ,

�+

1

(↵) = ��
1

(�↵) , ��
2

(↵) = �+

2

(�↵) ,
B (↵) = kbijk4i.j=1

,

где
bii = 0, i = 1,4,

b
13

= b
14

= b
23

= b
24

= 0,

b
31

= b
42

= b
1

, b
32

= b
41

= b
2

,

b
12

= b
21

= � exp (i↵d) ,

b
34

= b
43

= exp (�i↵d) ,

b
1

=
⇢!2R (↵)

K (↵)� ⇢!2R (↵)
⇥

⇥
 
K (↵)

 
1 +

1X

k=�1
exp (2i↵kd)

!
� ⇢!2R (↵)

!
,

b
2

=
⇢!2R (↵)K (↵)

K (↵)� ⇢!2R (↵)
⇥

⇥ exp (i↵d)
1X

k=�1
exp (2i↵kd).
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Для слоя

R (↵) = 2
2

⇥
�
1

sh (�
1

H) ch (�
2

H)�
� ↵2��1

2

sh (�
1

H) ch (�
2

H)
⇤
(� (↵))�1 , (15)

где

� (↵) = 4µ
⇥
2↵2�

�⌘+↵2��1

1

��1

2

�
�2
1

�2
2

+ ⌘2
�
sh (�

1

H) sh (�
2

H)�
�
�
↵2 + ⌘2

�
ch (�

1

H) ch (�
2

H)
⇤
,

�
1

=
q
↵2 � 2

1

, �
2

=
q
↵2 � 2

2

,

⌘ = ↵2 � 0,52
2

,

2
1

= ⇢!2 (�+ 2µ)�1 , 2
2

= ⇢!2µ�1.

Для полупространства

R (↵) = �
1

2
2

(�
1

(↵))�1 ,

�
1

(↵) = 4µ
�
↵2�

1

�
2

� ⌘2
�
.

(16)

Для решения системы (14) использован ин-
тегральный метод факторизации [6, 7, 9], ос-
новы которого были заложены разработкой
метода Винера–Хопфа [10], требующий прове-
дения факторизации матрицы-функции B (↵)
в виде произведения B (↵) = B

+ (↵)B� (↵) и
вектора G (↵) = (B+ (↵))�1

F (↵) в виде сум-
мы G (↵) = G

+ (↵) + G

� (↵) относительно
контура � (знаком �+� помечены функции,
регулярные в области выше �, а знаком ��� �
ниже). Учитывая свойства элементов матри-
цы B (↵) и вектора F (↵), можно показать,
что
⇣�

B

+ (↵)
��1

X

+ (↵)�G

+ (↵)
⌘
= O

⇣
|↵|�1

⌘

при |↵| ! 1. Следовательно, общее решение
краевой задачи Римана для (14) имеет вид

X

+ (↵) = B

+ (↵)G+ (↵) ,

X

� (↵) =
�
B

� (↵)
��1

G

� (↵) .

Следует отметить, что матрица-функция
B (↵) не обладает свойствами, необходимы-
ми для применения теорем о факторизации
матриц-функций [7]. Для факторизации B (↵)
сначала была проведена ее нормализация, т.е.
приведение к виду, допускающему представ-
ление B (↵) ! E + O (↵�),  > 0, |↵| ! 1,
где E � единичная матрица, с помощью умно-
жения ее слева и справа на специального вида

треугольные матрицы. После факторизации
полученной матрицы был выполнен переход к
исходной, которая в свою очередь была пред-
ставлена в виде произведения двух матриц с
элементами, регулярными выше и ниже кон-
тура �.

Факторизация вектора G(↵) выполнена с
использованием теории вычетов.

В результате проведенных операций по-
строена функция Q (↵), являющаяся первой
компонентой вектора X

+ (↵) и представляю-
щая собой преобразование Фурье искомого
гидродинамического давления q (y)

Q (↵) ⌘ Q+ (↵) =

=
1

2

 
X

k

F ⇤ (�pk) (↵, pk)+

+
X

n

F (zn)
 ⇤ (↵,�zn)

↵+ zn
+

+
X

m

F (�⇠m)
 ⇤ (⇠m,↵)

↵+ ⇠m
+

+

(
2X

j=1

Z

⇥

j

F (u) (↵, u) du

)!
+

+
1

2
exp (i↵d)⇥

⇥
 
X

k

F ⇤ (�pk) (↵, pk) exp (ipkd)+

+
X

n

F (�zn)
 ⇤ (↵,�zn) exp (iznd)

↵+ zn
+

+
X

m

F (⇠m)
 ⇤ (⇠m,↵) exp (i⇠md)

↵+ ⇠m
+

+

(
2X

j=1

Z

⇥

j

F (u) (↵, u) exp (iud) du

)!
.

Здесь символ �*� указывает на вычет
функции в соответствующей точке, т.е.
R⇤ (pk) = res

↵=p
k

R (↵). Слагаемые в фигурных
скобках описывают интегралы по берегам
проведенных из точек ветвления j , j = 1, 2,
разрезов и имеют место только в задаче для
упругого основания в виде полупространства.
В последнем соотношении использованы обо-
значения

F (↵) = R (↵)Q
0

(↵) ,

 (↵,�) =  
2

(↵) 
1

(�) ,
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 (↵,�) =
 (↵,�)�  (�,↵)

↵� �
+

+
 (↵,��)�  (��,↵)

↵+ �
,

где
 
1

(↵) =
1

P+ (↵)
,

 
2

(↵) =
1p
2
l+ (↵)P+ (↵) exp (�i↵d) ,

l+ (↵) =
exp (i↵d)

2⇡ (↵+ i)"

dZ

�d

exp (i↵x)⇥

⇥
Z

�

(u+ i)" exp (�iux)

P (u)
du dx, " > 0,

P (↵) = P
1

(↵)
⇣
|↵|+ O

⇣
|↵|�1

⌘⌘
,

P
1

(↵) =
⇢!2R (↵)

K (↵)� ⇢!2R (↵)
,

где вид функции R (↵) для упругого слоя и по-
лупространства описывается соотношениями
(15), (16) соответственно, pk � положитель-
ные вещественные полюса R (↵). При этом в
задаче для слоя в качестве упругого основа-
ния

P+ (↵) =

N0Q
k=1

(↵+ zk)

NQ
k=1

(↵+ ⇠k)

c
3

(↵+ ib)N�N0

p
↵+ ib

,

для основания в виде полупространства �

P+ (↵) =

N0Q
k=1

(↵+ zk)

NQ
k=1

(↵+ ⇠k)

⇥

⇥ c
3

(↵+ ib)N�N0

p
↵+ ib

p
↵+ 

1p
↵+ 

2

,

где

c2
3

=
⇢!22

2

4µ
�
2
2

� 2
1

� ,

N
0

� количество положительных нулей zk, а
N � количество положительных полюсов ⇠k
функции P

1

(↵). Выбор параметра b определя-
ет точность применяемого факторизационно-
го метода решения интегрального уравнения,

порядок отбрасываемых членов тем меньше,
чем больше значение b [7].

Таким образом, в работе получено и ре-
шено интегральное уравнение первого рода
с ядром, зависящим как от разности, так и
от суммы аргументов, построена функция,
описывающая распределение контактных на-
пряжений в области раздела жидкой и упру-
гой сред с учетом физических и частотных
факторов.

Актуальность исследований динамическо-
го взаимодействия гидротехнических соору-
жений с деформируемым основанием опре-
деляется повышенными требованиями к на-
дежности их эксплуатации и к степени до-
стоверности прогноза последствий виброво-
сейсмовоздействий. Результаты проведенного
исследования могут служить дальнейшему
развитию методов решения контактных ди-
намических задач о совместных колебаниях
упругой и жидкой сред.

Описанная модель может быть исполь-
зована при разработке более сложных моде-
лей, обеспечивающих определение основных
характеристик контактного взаимодействия
гидроупругих систем �жидкость–грунт� с
учетом раздельного или одновременного дей-
ствия на них природных сейсмических волн
и искусственно созданных вибрационных ко-
лебаний, выявление условий возникновения и
существования опасных для сооружения ди-
намических режимов воздействия и оценки
их частотного диапазона в зависимости от
определяющих параметров, исследование осо-
бенностей динамического поведения рассмат-
риваемых систем в зависимости от размеров
поверхностного объекта контактирующего с
упругой средой.
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