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Abstract. This paper considers the problem of the motion at a constant speed over the surface of
the elastic layer of the mobile source which oscillates. The problem is solved by means of Fourier
integral transformations. The homogeneous boundary value problem is being considered in the
moving coordinate system, connected with the source. It is assumed that there is a steady-harmonic
oscillation. By using the direct method of contour integration, which is described in detail in
the work, the elastic surface perturbation obtained by numerical integration of two-dimensional
Fourier integrals. This method makes it possible to calculate the wave processes in the same
manner as for the fixed sources. Due to its simplicity, the method of integration can be considered
as engineering method, although it can be successfully used for scientific purposes. Examples
of calculation of the surface perturbations of isotropic elastic layer in flat and three-dimensional
problem are given, caused by moving source in a speed range from 0.5 values of Rayleigh waves
velocity up to 1.16 of the longitudinal wave velocity, both in the presence of the oscillations and
in the absence of oscillations. The method can be applied without any additional modifications
for multilayer anisotropic and isotropic materials, as cushion base.

Keywords: elastic layer, surface moving oscillating source, surface perturbation, numerical
integration.

Исследованию поверхностных возмуще-
ний, вызванных движущимися по поверхно-
сти твердого тела источниками, посвящено
немалое количество работ [1–5]. Как правило,
к задачам подобного рода применимы те же
методы, что и для динамических и статиче-
ских задач теории упругости [1–4] с неподвиж-
ным источником, но они имеют и свою опреде-
ленную специфику, порождающую необходи-
мость в модификациях имеющихся методов.
В [4] описан принцип соответствия, устанав-
ливающий взаимосвязь между задачами с
подвижным и неподвижным источником.

Данная работа посвящена моделирова-
нию возмущений на поверхности изотропного
слоя, вызванных равномерно распределенной
в прямоугольной области вертикальной по-
верхностной нагрузкой, перемещающейся с

постоянной скоростью в фиксированном на-
правлении и совершающей гармонические ко-
лебания.

Задача решается с помощью интеграль-
ных преобразований Фурье [2, 3] и методов
численного интегрирования. Благодаря своей
простоте метод интегрирования можно счи-
тать инженерным, при этом он вполне при-
годен для исследовательских целей. Специ-
фика задачи заключается в появлении так
называемой наведенной анизотропии, кото-
рая существенно осложняет расчет контур-
ных интегралов при традиционном подходе к
их вычислению [3].

1. Постановка задачи
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} = {x, y, z}, занимающий объем
�1 < x, y < 1, �h 6 z 6 0, где h � толщи-
на слоя. Слой лежит на жестком основании
z = �h. Вектор перемещений в упругой среде
u = {u

1

, u
2

, u
3

}T описываются уравнениями
Ламе для случая отсутствия объемных сил

(�+ µ)
@ div(u)

@xj
+ µ�uj + ⇢

@u2j
@t2

= 0, (1.1)

j = 1, 2, 3.

Здесь � � оператор Лапласа, �, µ � пара-
метры Ламе, ⇢ � плотность, t � время.

Гармоническая нагрузка q exp(�i!t), за-
данная на поверхности слоя x

3

= z = 0 в пря-
моугольной области ⌦ со сторонами Lx, Ly,
движется без вращения вдоль прямой Ox

1

с
постоянной скоростью v (в дальнейшем об-
щий экспоненциальный множитель exp(�i!t)
опускается). В подвижной системе координат
{x̃, y, z}, где

x̃ = x� vt, ỹ = y, z̃ = z, (1.2)

область ⌦ описывается неравенствами

�Lx

2
6 x̃ 6 Lx

2
, �Ly

2
6 y 6 Ly

2
. (1.3)

На поверхности слоя z = 0 заданы следующие
граничные условия:

�i3(x̃, y, z)|z=0

= qi, (1.4)

i = 1, 2, 3, (x̃, y) 2 ⌦,

�j3 (x̃, y, z)|z=0

= 0, (x̃, y) /2 ⌦.

На нижнем основании при z = �h граничные
условия имеют вид

uj(x, y, z)|z=�h = 0, j = 1, 2, 3. (1.5)

Требуется определить смещения u(x, y, z, t )|z=0

как функцию координат {x, y}, времени t, ско-
рости v и, в случае гармонических колебаний,
частоты осцилляций !.

2. Метод решения
Задачу (1.1)–(1.5) можно рассматривать

как нестационарную задачу общего вида, од-
нако такой подход труднореализуем.

С другой стороны, в системе координат,
связанной с подвижным источником {x̃, y, z}
(1.2), задачу можно рассматривать как част-
ный, хотя и весьма специфический, случай
аналогичной задачи для неподвижного гар-
монического поверхностного источника [2].

Данное обстоятельство позволяет для ре-
шения задачи (1.1)–(1.5) использовать боль-
шой арсенал средств, разработанный для за-
дач с неподвижным гармоническим источни-
ком [2–4].

Решение задачи (1.1)–(1.5), как и в слу-
чае с неподвижным источником, может быть
представлено в виде двойного интеграла Фу-
рье [2, 3]:

uj(x̃, y,!, v) =

=
1

4⇡2

Z

�1

Z

�2

3X

n=1

K̃jn(↵1

,↵
2

,!, v)Qn(↵1

,↵
2

)⇥

⇥ exp (�i(↵
1

x̃+ ↵
2

y)) d↵
1

d↵
2

. (2.1)

Здесь матрица K̃ получена несложной супер-
позицией из соответствующего образа Фурье
матрицы Грина для неподвижного источни-
ка K, Q(↵

1

,↵
2

) является образом Фурье век-
тора поверхностной нагрузки в подвижной
системе координат, �

1

, �
2

представляет со-
бой контуры в комплексных плоскостях {↵

1

},
{↵

2

}, отклоняющиеся при обходе веществен-
ных полюсов матрицы K̃ в соответствии с
принципом предельного поглощения [2–4]. В
плоском случае двойной интеграл (2.1) пре-
образуется в однократный интеграл вида

uj(x̃, z,!, v) =
1

2⇡

Z

�1

3X

n=1

K̃jn(↵1

,0, z,!, v)⇥

⇥Qn(↵1

) exp(�i↵
1

x̃)d↵
1

. (2.2)

В полярных системах координат

↵
1

= ↵ cos ⌧, ↵
2

= ↵ sin ⌧,

↵ =
q
↵2

1

+ ↵2

2

, ⌧ = arctg
↵
2

↵
1

,
(2.3)

x̃ = r cos�, y = r sin�,

r =
p
x̃2 + y2, � = arctg

y

x̃
.

интеграл (2.1) можно записать в следующем
виде:

uj(r,�, z) =
1

4⇡2

2⇡Z

0

Z

�

3X

n=1

K̃jn(↵, ⌧, z,!, v)⇥

⇥Qn(↵, ⌧)↵ exp(�ir↵ cos(⌧ � �))d⌧d↵. (2.4)

Использование интегрального представления
(2.1) в виде (2.4) в вычислительном отноше-
нии более удобно. Далее в расчетах исследу-
ются вертикальные смещения u

3

, вызванные
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вертикальной нагрузкой Q = Q
3

, которые
можно представить аналогично (2.4)

u
3

(r,�, z) =
1

4⇡2

2⇡Z

0

Z

�

K̃
33

(↵, ⌧, z,!, v)⇥

⇥Q
3

(↵, ⌧)↵ exp(�ir↵ cos(⌧ � �)) d⌧ d↵. (2.5)

Функция K
33

= R (остальные элементы мат-
рицы K описаны в [2]) для слоя на жестком
основании имеет вид

R(↵, z) = (�
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⇢!2

(�+ 2µ)
, 2

2

=
⇢!2

µ
,

�2 = ↵2 � 2
2

/2.

Рассмотрим вторую производную по времени,
входящую в уравнения движения Ляме (1.1)

⇢
@2(u(x� vt) exp(�i!t))

@t2
=

= ⇢(u00 � 2i!u0 � !2u) exp(�i!t) =

= ⇢(v2uxx + 2iv!ux � !2u) exp(�i!t). (2.7)

Согласно (2.7) в образах Фурье U = Fx,y [u]
получаем соответствие U $ u

⇢
@2(u(x� vt) exp(�i!t))

@t2
$

$ ⇢(�↵2

1

v2U + 2!v↵
1

U � !2U) exp(�i!t) =

= �⇢(! � ↵
1

v)2U exp(�i!t).

Последнее соотношение означает, что в обра-
зах Фурье уравнений Ляме для неподвижного
источника квадрат частоты !2 заменяется в
случае подвижной системы координат на вы-
ражение [2] !2 $ (! � ↵

1

v)2 . Из этого также

следует, что отличие символа матрицы Гри-
на K̃ для подвижного источника от символа
матрицы Грина K для случая неподвижного
источника ограничивается только содержа-
щими квадрат частоты членами 2

1

,2
2

(2.6),
которые приобретают следующий вид:

2
1

=
⇢ (! � ↵

1

v)

(�+ 2µ)

2

, 2
2

=
⇢ (! � ↵

1

v)

µ

2

.

Дисперсионные поверхности, в зависимости
от величины скорости v, могут претерпевать
значительные изменения, влияющие на вид
контуров �j , �.

При ненулевой скорости v 6= 0 изотропная
среда приобретает специфическую анизотро-
пию, обусловленную направлением движения
и величиной v. В зависимости от величины
скорости может меняться тип уравнений [3,4].

3. Метод прямого контурного
интегрирования

Метод прямого контурного интегрирова-
ния, используемый в дальнейшем в качестве
основного метода интегрирования, представ-
ляет собой алгоритм непосредственного вы-
числения контурных интегралов (2.4) в ближ-
ней зоне.

Метод основывается на использовании
принципа предельного поглощения [2], ко-
торый при гармонических колебаниях ви-
да exp(�i!t), 0 < !, предполагает введе-
ние в уравнения движений слагаемого "

⇢
@u
@t ,

0 < " ⌧ !, соответствующего действию ма-
лого внутреннего трения, что эквивалентно
введению комплексной частоты

!2

" = !2 + i
"

⇢
!. (3.1)

Обозначим решение краевой задачи с ком-
плексной частотой u"(x), тогда результирую-
щее решение u(x) получается как равномер-
ный предел

u(x) = lim
"!+0

u"(x). (3.2)

При введении комплексной частоты все веще-
ственные полюса символа матрицы Грина K

смещаются с действительной оси в комплекс-
ную плоскость. Тогда интеграл по � в (2.5)
может быть вычислен непосредственно вдоль
вещественной полуоси �R без деформирова-
ния контура в комплексную плоскость, т.к. в
этом случае вещественная полуось является
корректным контуром интегрирования. При
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введении ненулевого " (3.1) возникает погреш-
ность, связанная с возникновением мнимых
частей действительных полюсов и смещени-
ем комплексных. Кроме того, предполагается
ограниченность вещественного контура �R
некоторой величиной R, что также вносит
свою погрешность. В изотропном случае каж-
дая мода u

(n)
" с номером n при этом представ-

ляет собой неоднородную волну, амплитуда
которой экспоненциально убывает с удалени-
ем от источника

u

(n)
" (r,�) ⇠ exp

⇣
�"r/

���c(n)g

���
⌘
u

(n)(r,�), (3.3)

где u

(n)(r,�) � точное решение, соответству-
ющее " = 0, c(n)g � групповая скорость моды
с номером n (для анизотропных сред вид за-
висимости (3.3) сохраняется, при этом зави-
симость от угла � имеет сложный вид). Од-
нако, если " : 0 < "

0

6 " достаточно мало и
c(n)g 6= 0, то в ближней зоне 0 6 r < r

0

по-
грешность (u(r)� u"(r)) может, по крайней
мере, не превышать погрешности вычисле-
ния контурных интегралов (2.5) в представ-
лении u(x) с нулевой мнимой частью частоты
для деформированного контура �. Поэтому
вносимую погрешность метода, связанную с
ненулевым ", всегда можно сделать значи-
тельно меньше других неизбежных составля-
ющих суммарной вычислительной погрешно-
сти. Действительно, на основании формулы
(3.3) можно приближенно оценить относитель-
ную погрешность для отдельной компоненты
вектора u"(r)

�(r) = |1� u"(r)/u(r)| ⇡
⇡ |1� exp(�"r/ |cg|)| ⇡ |"r/cg| . (3.4)

В нерезонансном случае для любой фикси-
рованной частоты можно указать диапазон
изменения �(r)

"r/c(g)
max

6 �(r) 6 "r/c(g)
min

,

c(g)
max

= max
06⌧62⇡

|cg(⌧)| ,

c(g)
min

= min
06⌧62⇡

|cg(⌧)| ,

(3.5)

где ⌧ � угол в плоскости волновых чисел
(2.3).

Данный метод не может быть использо-
ван непосредственно для вычислений предела
u"(x) (3.2), когда интегралы для u"(x) ста-
новятся расходящимися, но при этом вполне

пригоден для численной оценки точного реше-
ния u(x) ⇡ u"(x). Расчет интегралов по огра-
ниченному вещественному контуру �R осу-
ществляется с помощью специальных квад-
ратур для сильно осциллирующих функций,
повторное интегрирование не требует при-
влечения специальных методов, поскольку
осцилляции при повторном интегрировании
намного меньше. Ключевым моментом в ре-
ализации метода являются устойчивость и
экономичность алгоритмов расчета символа
матрицы Грина, в том числе в интервалах
больших волновых чисел. В практических
расчетах наибольшая точность достигается
при минимальных значениях ", однако при
этом расчетное время растет пропорциональ-
но величине (r/").

Данный метод применим для расчета ста-
тических, гармонических и нестационарных
полей в ближней от источника зоне. Сравне-
ние результатов, полученных по методу пря-
мого контурного интегрирования с другими
методами показало, что различия не превы-
шают средних ошибок вычислений. Благода-
ря своей простоте данный метод можно отне-
сти к инженерным методам, хотя он вполне
пригоден для научных исследований.

Заметим, что математически корректное
решение может быть получено только для
контуров, деформированных в комплексные
плоскости, поскольку при выполнении данно-
го условия возможно получить равномерный
при " ! 0 предел, дающий решение исходной
задачи (1.1)–(1.5).

4. Численные результаты
В численных расчетах были приняты сле-

дующие значения параметров слоя, близкого
по механическим свойствам к песчанику

� = 2,38833 · 1010 Н/м2,

µ = 2,448 · 1010 Н/м2,

⇢ = 1,7 · 103 Кг/м3, h = 100 м.

(4.1)

Значениям параметров (4.1) соответству-
ют следующие скорости поперечной объемной
волны vs, продольной объемной волны vp и
релеевской волны vr в полупространстве:

vs =

r
µ

⇢
= 120 м/с,

vp =

s
�+ 2µ

⇢
= 207 м/с,

vr ⇡ 110,267 м/с.

(4.2)
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Далее везде параметры для расчетов и
результаты расчетов приводятся в безразмер-
ном виде. Приведем соответствующие вели-
чинам (4.2) безразмерные скорости

vs = 1,2, vp = 2,07, vr ⇡ 1,10267. (4.3)

В качестве вертикального поверхностного по-
движного источника рассматривался источ-
ник

q
3

= q(x̃, y) = �1, �Ly

2
6 y 6 Ly

2
,

�Lx

2
6 (x̃) 6 Lx

2
, Lx = Ly = 0,1. (4.4)

Приведенные далее на рис. 1, 2 графики
вертикальных смещений u

3

рассчитаны по
формулам (2.2), (2.5).

Интегралы рассчитывались методом пря-
мого контурного интегрирования при введе-
нии комплексной частоты !" (3.1) с парамет-
ром " = 10�2 по ограниченному веществен-
ному контуру � = �R : [0, R]. В расчетах
использовались программы вычисления ин-
тегралов от осциллирующих функций пакета
NAG [6].

На рис. 1 представлены графики реше-
ний плоской задачи при наличии осцилля-
ций, приведены значения действительной ча-
сти Reu

33

(x̃,!, v), мнимой части смещений
Imu

33

(x̃,!, v), амплитуды |u
33

(x̃,!, v)| для
безразмерных частот ! = 0,1; 1; 2; 2,5; 3;
4; 5; 10 при скорости v = 0,5vr. Согласно
анализу дисперсионных кривых при скорости
v = 0,5vr распространяющиеся волны могут
возникать при частоте ! > 1,8, до этой часто-
ты колебания не распространяются (рис. 1а–
1в). Как видно из рис. 1г–1з, волновые поля
перед источником и позади источника сильно
различаются. При малых частотах, как пра-
вило, амплитуда позади источника больше,
чем перед источником (рис. 1г–1е), однако, на-
пример, при частотах ! = 5, 10 наблюдается
обратное соотношение амплитуд (рис. 1ж, 1з).
Рассмотрим более подробно направленность
движения волн и соотношения амплитуд по-
зади и впереди источника. Так, колебания,
изображенные на рис. 1а, 1б, (частоты соот-
ветственно ! = 0,01; 0,1), не распространя-
ются (локализованы). Для рис. 1в, частота
! = 1, имеем положительно направленное
движение (в направлении движения источни-
ка) слева и справа от источника примерно
с одинаковой скоростью v(L)

1

> 0, v(R)

1

> 0,

v(L)
1

⇡ v(R)

1

, с удалением от источника колеба-
ния достаточно быстро затухают.

На рис. 1г, 1д (частоты ! = 2,5, 3) пред-
ставлены случаи однонаправленного движе-
ния в положительном направлении, когда
v(L)
1

> 0, v(R)

j > 0, v(L)
1

> v(R)

max

, убывание ам-
плитуд волн с расстоянием медленное. Для
рис. 1е, 1ж, 1з, частоты ! = 4; 5; 10, дви-
жения разнонаправлены позади и впереди
источника: v(L)

1

< 0, v(R)

j > 0, при этом в слу-

чае рис. 1е –
���v(L)

1

��� > v(R)

max

, в случае рис. 1ж,

1з �
���v(L)

1

��� < v(R)

max

.
Рассмотрим результаты для простран-

ственной задачи в случае отсутствия осцил-
ляций, ! = 0.

Приведенный на рис. 2 график вертикаль-
ных смещений u

3

(x̃, y, v) рассчитан для ско-
рости v = 2,4 = 2,17vr = 2vs = 1,16vp. В
силу геометрической симметрии источника
относительно вектора направления движения
v = {v,0,0}T и симметричном (равномерном)
распределении нагрузки, картина поверхност-
ных возмущений u

3

(x̃, y, v) является симмет-
ричной относительно оси OX при любой ско-
рости.

На рис. 2 можно выделить две статиче-
ских структуры в виде конусов Маха: более
четко выраженный конус с меньшим углом
соответствует скорости релеевских волн, ко-
нус Маха с большим углом и со значительно
меньшей амплитудой соответствует скорости
продольных волн. Теоретически возможный
при данной скорости конус Маха, определяе-
мый скоростью поперечных волн, либо имеет
очень малую относительную амплитуду, ко-
торую численно выделить данным способом
нельзя, либо вообще не образуется при дан-
ном способе возбуждения.

В рассмотренной задаче о движении ис-
точника по поверхности полуограниченного
упругого тела метод прямого контурного ин-
тегрирования показал высокую эффектив-
ность.

Разработанные алгоритмы могут приме-
няться без дополнительных модификаций
для случая многослойных изотропных и ани-
зотропных сред типа пакета слоев или много-
слойного полупространства.
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а)

б)

Рис. 1. Вид Reu
33

(x̃,!, v) (пунктирная линия), Imu
33
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r
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в) ! = 2, г) ! = 2,5, д) ! = 3, е) ! = 4, ж) ! = 5, з) ! = 10

87



Моделирование возмущений поверхности упругой полуограниченной среды. . .

в)

г)

Рис. 1. Вид Reu
33

(x̃,!, v) (пунктирная линия), Imu
33

(x̃,!, v) (штрих-пунктирная линия),
|u

33

(x̃,!, v)| (сплошная линия), скорость v = v
r

/2, безразмерные частоты: а) ! = 0,1, б) ! = 1,
в) ! = 2, г) ! = 2,5, д) ! = 3, е) ! = 4, ж) ! = 5, з) ! = 10
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д)

е)

Рис. 1. Вид Reu
33

(x̃,!, v) (пунктирная линия), Imu
33

(x̃,!, v) (штрих-пунктирная линия),
|u

33

(x̃,!, v)| (сплошная линия), скорость v = v
r

/2, безразмерные частоты: а) ! = 0,1, б) ! = 1,
в) ! = 2, г) ! = 2,5, д) ! = 3, е) ! = 4, ж) ! = 5, з) ! = 10
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ж)

з)

Рис. 1. Вид Reu
33

(x̃,!, v) (пунктирная линия), Imu
33

(x̃,!, v) (штрих-пунктирная линия),
|u

33

(x̃,!, v)| (сплошная линия), скорость v = v
r

/2, безразмерные частоты: а) ! = 0,1, б) ! = 1,
в) ! = 2, г) ! = 2,5, д) ! = 3, е) ! = 4, ж) ! = 5, з) ! = 10
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Рис. 2. Вертикальные смещения u
3

(x̃, y, v) при скорости v = 2,4 = 2,17v
r

= 2v
s

= 1,159v
p

.
Пространственная задача, ! = 0
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