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Abstract. The paper describes a mathematical model of plane wave propagation in elastic and
piezoelectric layered phononic crystals with a finite number of unit-cells. Wave motion is excited
by an incident plane P- or SV- wave coming from an outer elastic half-space. The wavefield is
obtained by using the transfer matrix (T-matrix) method. The methods to construct a T-matrix of
a piezoelectric layer and T-matrix of the periodic structure consisted of given number of unit-cells
are developed. The transmitted wave field is expressed in terms of expansion in eigenvalues of the
T-matrix unit-cell. A classification of band-gaps and pass-bands in layered phononic crystals is
proposed. The classification relies on the analysis of the eigenvalues of T-matrix for a unit-cell
and the asymptotics for the transmission coefficient, when the number of the unit cells tends to
infinity. Two kinds of band-gaps, where the transmission coefficient decays exponentially with
the number of unit-cells, are specified. The so-called low transmission pass-bands (LTPB) are
introduced in order to identify frequency ranges where the wave transmission is very low, but it
does not tend to zero exponentially. Very week conversion effects of modes are observed in the
LTPB. The types of band-gaps and their transformation with a change of the incident angles
are discussed with numerical examples. The influence of piezoelectric and dielectric constants on
width and location of band-gaps is studied.

Keywords: piezoelectric phononic crystal, T-matrix method, band-gap, low transmission pass-
band.

Введение

Композитные материалы широко исполь-
зуются в строительстве, автомобильной, кос-
мической и авиационной промышленностях.
Многослойные материалы, в отличие от тра-
диционных материалов, при определенном
сочетании слоев имеют меньший вес, боль-
шую жёсткость и высокую удельную проч-
ность. Материалы с периодической внутрен-
ней структурой проявляют весьма интерес-
ные для практических приложений спек-
тральные характеристики. В рассматривае-
мых структурах в определённых частотных
диапазонах, называемых запрещенными зо-
нами, наблюдается эффект полного отраже-
ния падающей на периодическую структуру
волны. Помимо запрещённых зон в перио-

дических материалах наблюдаются явления
локализации, �изгиб� волн, отрицательная
рефракция и др. Данные явления проявля-
ются как для электромагнитных колебаний в
периодических структурах, получивших на-
звание фотонные кристаллы, так и для аку-
стических и/или упругих колебаний в перио-
дических материалах, называемых фононны-
ми кристаллами. Приложения фононных кри-
сталлов включают в себя упругую или аку-
стическую фокусировку, минимизацию вибра-
ции, звуковую изоляцию, акустическую мас-
кировку, опто-механические преобразования
волн, снижение теплопроводности в полупро-
водниках и др. [1–4].

Использование композитных материалов
с пьезоэлектрическими свойствами представ-
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Рис. 1. Пьезоэлектрический фононный кристалл между двумя полупространствами

ляется крайне привлекательным, поскольку
позволяет с помощью электричества воздей-
ствовать на процессы механических колеба-
ний. Исследование волновых полей в пьезо-
электрических упругих структурах могут осу-
ществляться на основе явных численных схем,
даваемых конечно-элементными или конечно-
разностными методами [5], а также с помо-
щью полуаналитических методов на основе
интегральных преобразований волновых по-
лей в слоистых структурах [6, 7]. Современ-
ные исследования механических колебаний
фононных кристаллов с пьезоэлектрическими
включениями берут свое начало с работы [8]
и показывают, что с помощью пьезоэлектри-
ческого эффекта потенциально можно управ-
лять запрещенными зонами [9–11].

Целью работы является развитие подхо-
да, основанного на методе матрицы-переноса
и хорошо зарекомендовавшего себя для
слоистых изотропных и функционально-
градиентных фононных кристаллов [12–14],
и проведение на его основе численного па-
раметрического исследования запрещенных
зон в периодических и полупериодических
пьезоэлектрических структурах.

1. Одномерный пьезоэлектрический
фононный кристалл

Рассматривается слоистый фононный кри-
сталл (ФнК), состоящий из N повторяющихся
ячеек, каждая из которых содержит в себе
M пьезоэлектрических слоёв заданной тол-
щины. Структура находится между двумя
упругими изотропными полупространствами
A и B, как показано на рис. 1. Гармонические

колебания в ФнК возбуждаются падающей
из полупространства A плоской волной.

В рамках линейной теории пьезоупруго-
сти для каждого слоя ФнК справедливы сле-
дующие уравнения состояния:

�ij = cijmn"mn � enijEn,

Di = ✏inEn + eimn"mn,

i, j,m, n = 1, 2, 3.
(1.1)

где тензоры упругих cijmn, пьезоупругих eimn
и диэлектрических ✏mn констант определя-
ют свойства материалов слоев (для каждого
слоя ячейки имеется свой собственный на-
бор констант). В уравнениях (1.1) �ij � ком-
поненты тензора упругих напряжений, Di �
электрические перемещения, а En � состав-
ляющие напряженности электрического поля.
Связь между вектором упругих перемеще-
ний u = {u

1

, u
2

, u
3

} и компонентами тензора
деформаций "mn, а также связь между элек-
трическим потенциалом ' и электрической
напряженностью En = {E

1

, E
2

, E
3

} можно
представить в виде

"mn =
1

2
(um,n + un,m),

En = �',n, m, n = 1, 2, 3.
(1.2)

В соотношениях (1.1), (1.2) используется тра-
диционные обозначения для суммы по индек-
сам и производных компонентов тензора.

Дифференциальные уравнения движения
для рассматриваемого здесь случая пьезо-
электрических слоев складываются из обоб-
щенного закона Ньютона, а также уравнения
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Максвелла в отсутствии свободного заряда

�ij,j = ⇢üi,

Di,i = 0, i, j = 1, 2, 3.
(1.3)

Если рассмотреть вектор состояния

v(x, y, z) =
= {u

1

, u
2

, u
3

,',�
13

,�
23

,�
33

, D
3

}, (1.4)

условия непрерывности перемещений, элек-
трического потенциала, а также упругих на-
пряжений и электрических перемещений на
внутренних границах z = zi структуры запи-
сываются в виде:

v(x, y, zi � 0) = v(x, y, zi + 0). (1.5)

На бесконечности при |z| ! 1 выполняются
условия излучения.

Волновой вектор k = {k
1

, k
2

, k
3

} падаю-
щей на кристалл плоской гармонической вол-
ны, а следовательно, и волновой вектор про-
шедших волн представимы следующим обра-
зом

k = k
0

{sin ✓, cos ✓ sin ⌧, cos ✓ cos ⌧}, (1.6)

где k
0

� волновое число, а ⌧ и ✓ � углы,
указывающие направления падения приходя-
щей P- или S-волны из полупространства A
(рис. 1). За счет линейности задачи (1.1)–(1.3)
векторы состояния v

0

и v (1.4), описывающие
падающее и генерируемое им волновые поля,
могут быть записаны в следующей форме:

v

0

(x, y, z) = V

0

(z)ei(k1x+k2y�!t),

v(x, y, z) = V(z)ei(k1x+k2y�!t),
(1.7)

в которой V

0

(z) и V(z) = {U
1

, U
2

, U
3

,�,⌃
13

,
⌃
23

,⌃
33

, D̃
3

} � комплексные амплитуды плос-
ких волн, i � мнимая единица.

2. Метод матриц-переноса
2.1. Т-матрица пьезоэлектрического слоя

Подстановка (1.7) в уравнения движения
(1.3), учитывая (1.1,1.2), приводит к систе-
ме обыкновенных дифференциальных урав-
нений, которая может быть выписана в мат-
ричном виде

B
2

d2

dz2
W = B

1

d

dz
W + B

0

W, (2.1)

где W = {U
1

, U
2

, U
3

,�} � вектор столбец
комплексных амплитуд смещений и электри-
ческого потенциала, а матрицы B

0

, B
1

и B
2

размера 4 ⇥ 4 имеют явный вид, элементы
их Bs(i, j) выражаются через свойства ма-
териала cijmn, eimn, ✏mn и компоненты k

1

, k
2

волнового вектора k

B
0

(i, j) = cimjnkmkn � ⇢!2�ij ,

B
0

(i,4) = enimkmkn,

B
0

(4, j) = emjnkmkn, B
0

(4,4) = �✏mnkmkn;

B
1

(i, j) = �i(cimj3 + ci3jm)km,

B
1

(i,4) = �i(e
3im + emi3)km,

B
1

(4, j) = �i(emj3 + e
3jm)km,

B
1

(4,4) = i(✏m3

+ ✏
3m)km;

B
2

(i, j) = ci3j3, B
2

(i,4) = e
3i3,

B
2

(4, j) = e
3j3, B

2

(4,4) = �✏
33

.

Здесь i, j = 1, 2, 3, а по индексам m,n = 1, 2
производится суммирование.

Для решения уравнения (2.1) удоб-
но ввести еще один вектор-столбец

Y =

⇢
W,

d

dz
W

�
, состоящий из элементов

W и его первых производных. Тогда отно-
сительно Y система (2.1) переписывается в
виде

dY

dz
= AY, (2.2)

где матрица

A =

 
0

4

I
4

B�1

2

B
0

B�1

2

B
1

!
,

имеет блочную структуру, в которой 0

4

и I
4

обозначают соответственно нулевую и еди-
ничную матрицы размера 4⇥ 4.

Пусть {�n} � множество собственных зна-
чений A, а L � матрица, составленная по
столбцам из соответствующих собственных
векторов `n, т.е.

|A � �nE| = 0, (A � �nE)`n = 0,

n = 1, 2, . . . , 8.

Между векторами V и Y существует оче-
видная связь: V = KY, где матрица

K =

✓
I
4

0

4

P R.

◆
,

имеет явное представление, следующее из
(1.1), (1.2), (1.4) и (1.7). Элементы блоков P
и R размера 4⇥4 определяются по формулам

P (i, j) = ikmci3jm, P (i,4) = ikmemi3,
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P (4, j) = ikme
3jm, P (4,4) = �ikm✏

3m,

R(i, j) = ci3j3, R(i,4) = e
3i3,

R(4, j) = eej3, R(4,4) = �✏
33

,

где i, j = 1, 2, 3, m = 1, 2. Тогда вектор ком-
плексных амплитуд V представим в следую-
щей форме:

V(z) = ME(z)C, (2.3)

где M = KL; E(z) = diag{e�nz} � диаго-
нальная матрица из указанных экспонент
(n = 1, 2, . . . , 8); C � вектор произвольных
констант.

Соотношение (2.3) записано для про-
извольной пьезоэлектрической среды. Ес-
ли рассмотреть слой под номером j, тогда
Vj(z) = MjEj(z)Cj , где Vj � вектор состоя-
ния, а Mj и Ej рассчитываются согласно ука-
занному алгоритму для конкретных значений
параметров слоя, Cj � вектор констант, ко-
торые можно найти, удовлетворив условиям
на границах.

Предположим, что для слоя j известно
значение вектора состояния на его левой гра-
нице Vj(⇣j) = V

�
j , тогда поле в произвольной

точке слоя ищется в форме

Vj(z) = Tj(z � ⇣j)V
�
j ,

где матричная функция Tj(z) называет-
ся матрицей переноса слоя или просто Т-
матрицей. Она, очевидно, находится по фор-
муле

Tj(z) = MjEj(z)M�1

j . (2.4)

Таким образом, сформулирован алгоритм вы-
числения поля в произвольном слое ячейки
ФнК.

2.2. Поле в периодической структуре
Матрица-переноса Tc ячейки кристалла,

состоящей из M различных слоев, имеет вид

Tc =
1Y

i=M

Ti(hi),

где hi � толщина соответствующего слоя. То-
гда общая Т-матрица ФнК, состоящего из N
ячеек, может быть найдена как степень Tc

T = TN
c = G⇤

NG�1. (2.5)

Здесь ⇤ = diag(�i) � диагональная матрица
из собственных значений Tc, а G � матрица

из соответствующих собственных векторов gi,
компоненты которых расположены по столб-
цам матрицы:

|Tc � �iE| = 0, (Tc � �iE)gi = 0,

i = 1, 2, . . . , 8.

Вектор состояния Vs во внешних полу-
пространствах (s = A,B) находится анало-
гичным способом

Vs = MsEs(z)Cs. (2.6)

Пусть векторы t = {t
1

, t
2

, t
3

, t
4

}, r =
= {r

1

, r
2

, r
3

, r
4

} задают неизвестные ампли-
тудные коэффициенты прохождения и от-
ражения, а вектор dinc = {d

1

, d
2

, d
3

, d
4

},
описывающий падающую волну, известен.
Тогда, учитывая, что CB = {t, 0, 0, 0, 0},
CA = {dinc, r}, а также соотношения
(2.5) и (2.6), имеет место уравнение
VB(zB) = TVA(0) или

t =
h�

I
4

0

4

�
D
�

I
4

0

4

�
T

i�1

dinc,

(2.7)
r =

h�
0

4

I
4

�
D
�

I
4

0

4

�
T

i
t

где D = M�1

A T�1MB, а матрицы в квадрат-
ных скобках дают верхний и нижний левые
блоки матрицы D размером 4 ⇥ 4 соответ-
ственно.

Полученное решение (2.7) позволяет в яв-
ном виде выделить в амплитудных коэффи-
циентах t проходящего поля собственные зна-
чения �j > 1 (j = 1, 2, 3, 4) матрицы Tc, упо-
рядоченные по возрастанию их модулей

t =
4X

j=1

pj�
�N
j . (2.8)

Представление может быть получено в явном
виде, если обратить матрицу в (2.7) для про-
извольных значений �j . При этом векторы pj
в (2.8) имеют достаточно сложный вид, но из-
вестно, что при N ! 1 они ограничены [13].

Для анализа запрещенных зон эффек-
тивным средством является использова-
ние энергетических коэффициентов про-
хождения (+ = E+/E

0

) и отражения
(� = E�/E

0

= 1 � +). Осредненные по
времени потоки энергии падающего (E

0

), от-
раженного (E�) от плоской границы z = 0, а
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Таблица 1. Параметры материалов

Обозначение Название Свойства
слой 1, A, B Алюминий ⇢ = 2,7, � = 51,1, µ = 26,3

слой 2 Титанат
бария

⇢ = 7,5, C11 = C22 = 166, C33 = 162,

(BaTiO3) C44 = C55 = 43, C66 = 44, C12 = C13 = C23 = 78,
E13 = E23 = �4,4, E33 = 18,6, E42 = E51 = 11,6,

✏11 = ✏22 = 11,2, ✏33 = 12,6.

Размерности величин: [⇢] = кг/м3, [�] = [µ] = [C
ij

] = [E
ij

] = [✏
ij

] = ГПа

также прошедшего (E+) через нижнюю гра-
ницу ФнК z = NH волнового поля с плос-
ким фронтом выражаются через соответству-
ющие плотности потоков энергии по формуле

E = �!/2 Im(ui�
⇤
3i +D

3

�⇤)S,

где ui, �3i, D3

и � � соответствующие ком-
поненты волнового поля, ⇤ � операция ком-
плексного сопряжения, а S � площадь верх-
ней или нижней границы кристалла.

3. Запрещенные и разрешенные зоны
в пьезоэлектрических фононных

кристаллах
Анализ полуаналитического представле-

ния прошедшего волнового поля (2.8) и коэф-
фициента прохождения + позволяет постро-
ить классификацию частотных диапазонов
возбуждения сигналов в рассматриваемой
структуре. Частотные диапазоны, в которых
наблюдаются прохождение волновых пакетов,
называются разрешенными зонами, как пра-
вило, в этих диапазонах |�j | = 1, а + = O(1).
В запрещенных зонах первого типа (или стоп-
зона I, СЗ-I) для всех собственных значений
выполняется равенство: |�j | > 1, (j = 1,4),
амплитуда проходящего волнового поля экс-
поненциально убывает с ростом количества
ячеек N , + ⇠ exp (��HN), где � = min(�j) �
коэффициент локализации, а �j = Im ⇣j ,
⇣j = i ln�j/H � это соответственно коэф-
фициент затухания и волновое число волны
Флоке–Блоха. Запрещенные зоны второго ти-
па (или стоп-зона II, СЗ-II) обладают теми
же свойствами экспоненциального затухания
коэффициента прохождения при увеличении
числа ячеек, что и СЗ-I. Но в отличие от СЗ-I,
в них некоторые волны Флоке–Блоха имееют
действительные волновые числа ⇣k, однако
фактически не распространяются за счет ну-
левой амплитуды (ũk = 0). Поэтому резуль-
тирующее поле в СЗ-II определяется только

затухающими модами ⇣j , Im ⇣j > 0, поэто-
му коэффициент локализации в СЗ-II равен
� = min{j: �

j

>0}(�j). Численные исследования
показывают, что, как правило, затухающи-
ми являются волны Флоке–Блоха, соответ-
ствующие падающей P- или S-волне по типу
поляризации. Кроме того, исследования пока-
зывают, что запрещенные зоны второго типа
возможны только, если хотя бы один из углов
✓ или ⌧ равен нулю. Даже при незначитель-
ном отклонении углов от нормального CЗ-II
трансформируются в разрешенную зону, так
как амплитуды ũk незатухающих волн Флоке–
Блоха ⇣k становятся ненулевыми. Наблюда-
ется эффект трансформации мод. Однако,
как правило, он незначителен, так как общий
коэффициент прохождения достаточно мал
+ < 10�3. Данные частотные диапазоны бу-
дем называть разрешенными зонами малого
прохождения (РЗМП).

Описанные типы разрешенных и запре-
щенных зон можно видеть на рис. 2, где при-
водятся зависимости от нормированной часто-
ты ⌦ = !H/(2⇡cH), cH � скорость S-волны
в полупространстве, вещественных волновых
чисел Флоке–Блоха (а, г), коэффициентов за-
тухания �n (б, д) и прохождения + (в,е) для
ФнК, состоящего из 16 двухслойных ячеек,
при нулевых (первый столбец) и ненулевых
углах ✓, ⌧ падения плоской P или S-волны. Па-
раметры материалов структуры приведены в
табл. 1. Для тензоров упругих и пьезоэлектри-
ческих констант материала B (2 и 3 индексы)
используется свертка индексов согласно нота-
ции Фойгта. Неуказанные значения тензора
приняты равными нулю. Толщины слоев яче-
ек равны 1.

Запрещенные зоны первого типа (СЗ-I),
обозначенные на рис. 2 сплошной серой обла-
стью, не зависят от типа плоской волны (P
или S), падающей из полупространства H

1

нормально к плоскости интерфейса. Однако
СЗ-I для различного типа падающих волн
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Рис. 2. Частотные зависимости волновых чисел (а, г), коэффициентов затухания мод Флоке–Блоха
(б, д) и логарифма коэффициента прохождения + (в, e); трансформация СЗ-II в РЗМП при

изменении углов падения волны с 0� (первый столбец) до 0,5� (второй столбец)

разделяются с увеличением угла. Зоны второ-
го типа (СЗ-II), обозначенные на рис. 2а–2в
заштрихованными прямоугольниками, уже
для нормальных углов падения плоских P-
и S-волн отличаются, а при отклонении уг-
лов от нормального они трансформируются в
разрешенные зоны малого прохождения, по-
казанные на рис. 2г–2е двойной штриховкой.
Например, при возбуждении колебаний па-
дающей P-волной с частотами колебаний из
СЗ-II и РЗМП псевдо P-волна Флоке–Блоха
(⇣pP ) фактически не распространяется из-за
экспоненциального затухания (рис. 2б, 2д),
в то время как псевдо S-волна (⇣pS) не за-
тухает, но может распространяться только
для ненулевых углов. Аналогично волна ⇣E ,
связанная с электроупругими колебаниями,
возбуждается только для ненулевого угла, но
за счет высокой скорости оказывает слабое
влияние на дисперсию.

На формирование запрещенных зон вли-
яет не только тип падающих волн (источ-

ник колебаний), но и соотношение толщин
слоев ячеек, а также свойства материалов, в
частности, тензоры пьезоэлектрических enij
и диэлектрических ✏ij констант. На рис. 3
в качестве примера приводятся зависимости
запрещенных зон, обозначенные темной об-
ластью, от значений тензора пьезоэлектри-
ческих (а) и диэлектрических (б) констант
при нормальных углах падения P-волны. При
этом в качестве характеристики свойств рас-
сматриваются переменные коэффициенты ke
и k✏ такие, что enij = keeonij и ✏ij = k✏✏oij , где
эталонные значения компонент тензоров eonij
и ✏oij взяты из таблицы 1 для второго в ячей-
ке кристалла пьезоэлектрического слоя. Уве-
личение коэффициента ke при постоянном
значении диэлектрических констант (k✏=1)
приводит к тому, что запрещенные зоны сужа-
ются и сдвигаются в сторону низких частот
(рис. 3а). При увеличении диэлектрических
констант (меняется коэффициент k✏ и ke = 1)
наблюдается противоположная тенденция: за-
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а) б)

Рис. 3. Влияние а) тензора пьезоэлектрических констант k
e

eo
nij

и б) диэлектрических констант k
✏

✏o
ij

на формирование запрещенных зон в фононном кристалле

прещенные зоны расширяются и сдвигаются
в сторону более высоких частот, насыщение
наступает уже при k✏ = 2.

Заключение

В работе рассмотрен численно-
устойчивый метод построения волновых по-
лей в слоистых пеьезоэлектрических фонон-
ных кристаллах. Получено представление
матрицы переноса пьезоэлектрического слоя,
разработан алгоритм вычисления коэффици-
ентов прохождения и отражения. Численная
устойчивость достигается за счет представ-
ления прошедшего волнового поля в форме
разложения по собственным числам матрицы-
переноса ячейки кристалла. Получена класси-
фикация запрещенных и разрешенных зон в
зависимости от значений собственных чисел
матрицы-переноса и компонент полученного
разложения. Введено понятие запрещенной
зоны второго типа и разрешенной зоны ма-
лого прохождения. На примере кристалла
с двухслойной упруго-пьезоэлектрической
ячейкой (алюминий–титанат бария) проана-
лизировано распределение запрещенных и
разрешенных зон различного типа для нуле-
вых и ненулевых углов падения плоских P-
и S-волн. Параметрический анализ влияния
контрастности между пьезоэлектрическими
и диэлектрическими константами на распре-
деление запрещенных зон показал, что, чем
больше диэлектрические константы по отно-

шению к пьезоэлектрическим, тем меньше их
влияние на запрещенные зоны.
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