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Abstract. The method of construction and identification of the mechanical-geometrical model is
presented. The model is used in order to obtain new constitutive assumption for nonlinear elastic
materials under severe deformations.

According to the proposed method, the deformation of the elementary volume of the elastic
continuum in the form of a cube is determined by the force interactions between the faces of the
cube. These interactions are modeled by a system of bonds, which reacts an exterior load by and
then transfer them to each face of the elementary volume. The bonds in this construction have
different mechanical properties, characterized by stiffness (or elasticity) coefficients. These bonds
are the generalized estimations of internal force interactions within the material, but not the real
forces of interatomic or intermolecular interactions, studied by physicochemical methods. Thus,
the model, describing the deformations of the continuous medium, is a geometry construction from
the deformed rods (built in the elementary volume) providing corresponding bonds. Constitutive
assumptions of the elastic model in the main axes for the case of triaxial deformation are formed
up in the article.

The general procedure of the identification of the model’s parameters under triaxial deformation
and the identification procedure based on the experimental data for uniaxial stretching of the
elastomers, taking into account there incompressibility are worked out. The characteristics of
the model’s bonds rigidities were restored for two types of experimental curves of elastomers’
stretching (monotonically increasing and S-type curves). Polynominal dependences of the bond
hardness from the elongation of the corresponding bond were selected for purposes of testing
of the corresponding method of the identification. The obtained stretching curves for a model
accord well with the experimental data. The graphs demonstrating the behavior of the identified
functions of the bonds’ rigidities and the inner reactions of the bonds depending on the size of its
elongation are also included.

The graphs of the specific potential energy of the straining of a nonlinear media correspondent
with two types of elastomers mentioned above are presented as well. The 3D surface graphs relate
to the case of flat deformation of the incompressible material, and the 2D curves — to uniaxial
stretching of the same material. The graphs of the energy are convex and this is the evidence of
the physically reasonable basis of the method of a modelling.

Keywords: mechanical-geometric model, constitutive assumptions, nonlinearity, elasticity, model
identification, uniaxial stretching, elastomer, incompressibility, specific strain energy.

В работах [1–4] была представлена модель
для описания свойств высокоэластичных ма-
териалов при разных видах деформаций. Со-
гласно изложенному в этих работах подхо-
ду деформирование элементарного объема
упругой сплошной среды (в общем случае
параллелепипеда) определяется взаимодей-

ствиями между гранями, моделируемыми с
помощью системы связей, воспринимающих
внешние нагрузки и передающих их к каж-
дой грани элементарного объема. Эта систе-
ма может быть представлена в виде механи-
ческой конструкции (рис. 1), узлы которой
A1, A2, . . . , A6 шарнирно прикреплены к цен-
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трам граней параллелепипеда. Связи пере-
дают только растягивающие и сжимающие
нагрузки. Такую конструкцию будем назы-
вать механико-геометрической моделью. Свя-
зям модели можно приписать механические
свойства: упругость, вязкость, пластичность
и т.п.

Необходимо особо подчеркнуть, что ме-
ханические характеристики связей модели
не являются характеристиками реальных
физико-химических взаимодействий между
отдельными материальными частицами. Они
являются обобщенными аппроксимирующи-
ми выражениями, выбираемыми так, чтобы
наилучшим образом описывать эксперимен-
тальные зависимости между внешними сила-
ми и изменениями размеров элементарного
объема.

1. Общие положения

Модель имеет два типа характеристик:
геометрические и механические. К геометри-
ческим характеристикам относятся расстоя-
ния между узловыми точками (длины связей)
и углы (рис. 2а). Механические характери-
стики � параметры жесткости (упругости)
связей. Приложение внешних сил к узлам вле-
чет за собой изменение длин связей и углов
между ними, а также появление внутренних
сил реакций растянутых или сжатых связей
(рис. 2б). Основными размерами модели яв-
ляются длины продольных связей a, b, c до
деформации и соответствующие им длины A,
B, C после деформации, которые определя-
ют форму элементарного объема сплошной
среды.

Предлагается путем выбора параметров
модели описывать поведение сплошной сре-
ды, основываясь на поведении конструкции,
�встроенной� в элементарный объем. Модель
обладает широкими возможностями для опи-
сания различных случаев анизотропии мате-
риала. Далее в работе будем предполагать
изначальную изотропию модели и описывае-
мого ею материала. Для такого изотропного
материала выбран элементарный объем в ви-
де куба.

В процессе деформирования при растяже-
нии (или сжатии) по одному направлению в
первоначально изотропной модели развивает-
ся анизотропия, обусловленная изменением
углов между диагональными и продольно-
поперечными связями. Модель начинает де-
монстрировать различные отклики на одну

и ту же дополнительную силу, приложенную
по продольному и по перпендикулярным ему
направлениям, приобретая свойство трансвер-
сальной анизотропии. Такое поведение моде-
ли вполне согласуется с поведением реальных
высокоэластичных каучукоподобных матери-
алов. Приобретаемая при растяжении дефор-
мационная анизотропия эластомеров, называ-
емая эффектом Муллинса, рассматривалась
в статьях об экспериментальных наблюдени-
ях этого эффекта [5] и моделировании таких
материалов [6]. Эффект Муллинса традици-
онно объясняют переориентацией сложных
полимерных молекул вдоль линии действия
растягивающих напряжений. В модели при
растяжении конструкции (рис. 2) диагональ-
ные связи L и P поворачиваются вдоль линии
действия растягивающей нагрузки и берут на
себя все большую часть этой нагрузки.

Растяжение–сжатие модели по трем на-
правлениям позволяет моделировать опреде-
ляющие соотношения нелинейного упругого
материала в главных осях.

В недеформированном состоянии справед-
ливы зависимости

l =
p
a2 + b2, p =

p
a2 + c2, n =

p
b2 + c2,

а в деформированном состоянии

A = a+�

a

, B = b+�

b

, C = c+�

c

,

L = l +�

l

, P = p+�

p

, N = n+�

n

,

где �

i

� абсолютное изменение длины i-ой
связи.

Также выполняются очевидные геометри-
ческие условия

L =

p
A2

+B2, P =

p
A2

+ C2,

N =

p
B2

+ C2.

cos� =

A

L
=

a+�

a

l +�

l

,

cos =

B

N
=

b+�

b

n+�

n

,

cos ✓ =
A

P
=

a+�

a

p+�

p

.

(1.1)

В статьях [1,3,4] было рассмотрено поведение
механико-геометрической модели при различ-
ных видах напряженно-деформированных со-
стояний (одноосное растяжение, сдвиг) в усло-
виях постоянных жесткостей связей. Это наи-
более простая линейная зависимость силы
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Рис. 1. Общий вид модели (A1A2 = 2b, A3A4 = 2c, A5A6 = 2c)

реакции связи от соответствующего удлине-
ния

R
i

= k
i

�

i

, i = a, b, c, l, p, n. (1.2)

Здесь R
i

сила реакции i-ой связи, а коэффи-
циент k

i

определяет жесткость (упругость)
этой связи. Размерность сил R

i

[Н], а пара-
метров k

i

[Н/м].
Условие равновесия внешних и внутрен-

них сил, например, для узла A6 имеет вид

F
a

= R
a

+ 2R
l

cos�+ 2R
p

cos ✓.

Если считать модель изотропной, коэффици-
енты жесткостей связей в недеформирован-
ном состоянии должны быть одинаковыми
для продольных k

a

= k
b

= k
c

и диагональных
k
l

= k
p

= k
n

связей. В качестве начальной
геометрии элементарного объема выбран куб
с размерами:

A1A2 = A3A4 = A5A6 = 2,

a = b = c = 1, l = p = n =

p
2.

Тогда из условий равновесия внешних и внут-
ренних сил в узлах A2, A4, A6 (рис. 2б) с
учетом (1.1), (1.2) аналогично [1, 4] можно
получить определяющие соотношения
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
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(B � 1)
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l
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+
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k
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2

,
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=

k
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(C � 1)

4

+

k
p

C(1� lP�1
)

2

+

+

k
n

C(1� lN�1
)

2

.

(1.3)

Инженерные напряжения �
a

, �
b

, �
c

получены
делением сил F

a

, F
b

, F
c

на начальные площа-
ди граней элементарного объема. Здесь пред-
ставлен случай разных свойств жесткостей
связей k

i

, i = a, b, c, l, p, n.
Полученные выражения модели (1.3)

представляют собой главные напряжения при
трехосном растяжении–сжатии в зависимости
от главных кратностей удлинений �1 = A,
�2 = B, �3 = C (равенства справедливы в
силу условия a = b = c = 1). Далее равным
образом используются обозначения как �

i

,
так и A, B, C.

Модель, полученная при условии постоян-
ных коэффициентов жесткостей связей (1.2),
обладает простотой, но не позволяет описы-
вать сложное механическое поведение, напри-
мер, форму S-образной кривой зависимости
напряжение-деформация при одноосном рас-
тяжении образцов из каучука. В [2] была по-
казана возможность построения зависимости
напряжение–деформация, когда коэффициен-
ты жесткости каждой связи модели зависят
от удлинения этой же связи.

Для описания больших деформаций вы-
берем характеристики жесткости (упругости)
каждой i-ой связи в виде функции K

i

(�

i

) от
удлинения соответствующей связи �

i

. В этом
случае силы реакций связей равны

R
i

= K
i

(�

i

)�

i

, i = a, b, c, l, p, n. (1.4)

Поскольку при бесконечно малых деформаци-
ях свойства материала изотропны, необходи-
мо обеспечить выполнение условий равенства
жесткостей трех продольных и трех диаго-
нальных связей в отсчетной конфигурации
при отсутствии деформаций

K
a

(0) = K
b

(0) = K
c

(0),

K
p

(0) = K
l

(0) = K
n

(0).
(1.5)
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а) б)

Рис. 2. Геометрические и силовые характеристики модели: а) геометрия модели (размеры и углы),
б) схема действия внешних сил и реакций связей

Определяющие соотношения модели можно
записать в следующем виде:
8
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(1.6)

2. Идентификация параметров модели
в общем виде

Для определения параметров модели необ-
ходимо проведение экспериментов в услови-

ях различных напряженно-деформированных
состояний: одноосное растяжение, объемное
сжатие, плоская деформация и т.д.

От функций вида K
i

(�

i

) перейдем к зави-
симостям от A, B, L, N , например, K

a

(�

a

) =

= K
a

(A � 1) =

_

K
a

(A). Определяющие соот-
ношения (1.6) запишем в форме
8
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+
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(L� l)q
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_
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+

_
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l
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+
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=

_

K
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(C � 1)q
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+
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(P � l)q
p2(C,P )+

+

_

K
n

(N � l)q
n3(C,N),

(2.1)

где введены базисные функции

q
a1(A) = (A�1)/4, q

a2(A,L) = A(1�lL�1
)/2,

q
a3(A,P ) = A(1� lP�1

)/2
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q
b1(B) = (B�1)/4, q

b2(B,L) = B(1�lL�1
)/2,

q
b3(B,N) = B(1� lN�1

)/2

q
c1(C) = (C�1)/4, q

c2(C,L) = C(1�lL�1
)/2,

q
c3(C,N) = C(1� lN�1

)/2

Если известны главные кратности удлинений
A, B, C (а с учетом (1.1) и L, P , N) и соот-
ветствующие значения напряжений �

a

= �̃
a

,
�
b

= �̃
b

, �
c

= �̃
c

(знак тильды обозначает
экспериментально измеренные значения) на
гранях куба, можно определить соответствую-
щие функции модели K

i

(�

i

) (в общем случае
K

a

6= K
b

6= K
c

, K
l

6= K
p

6= K
n

) из условия
минимума квадратичной невязки �(K

i

) при
выполнении ограничений (1.5)

�(K
i

) =

=

X

A,B,C

⇥
(�

a

� �̃
a

)

2
+ (�

b

� �̃
b

)

2
+ (�

c

� �̃
c

)

2
⇤
.

3. Задача об одноосном растяжении

Рассмотрим задачу об одноосном растя-
жении изотропного материала продольной
силой F

a

, когда F
b

= F
c

= 0. Сначала по-
лучим решение для случая с постоянными
коэффициентами упругости связей. Посколь-
ку при деформировании возникает свойство
трансверсальной анизотропии, то справедли-
вы равенства k

b

= k
c

, k
l

= k
p

. Остальные обо-
значения коэффициентов упругости для на-
глядности сохраняем разными, даже при рав-
ных значениях параметров k

a

= k
b

, k
n

= k
l

.
Геометрические соотношения сводятся к усло-
виям B = C, т.е. угол  = 45

�, L = P , т.е.
угол ✓ = �; L =

p
A2

+B2, N = lB.
Уравнения (1.3) при одноосном растяже-

нии принимают вид
8
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На боковой поверхности напряжение �
b

долж-
но быть равно нулю

0 = B


k
b

+ 2k
n

4

+

k
l

(1� lL�1
)

2

�
� k

b

+ k
n

2

.

При одноосном растяжении с ростом A из-
меняется и B, т.е. имеет место зависимость

B(A). Тогда, с учетом геометрических соот-
ношений, для каждого значения A

L(A) =

p
A2

+B(A)

2,

N(A) = lB(A),
(3.1)

численно можно получить зависимость B(A),
затем напряжение �

a

(A), а также восстано-
вить обратную зависимость A(�

a

).
Важным условием, обеспечивающим эф-

фективность численного определения B(A),
является геометрическая ограниченность
неизвестной поперечной деформации |B| < 1,
несмотря на то, что A может быть большой
величиной.

В более сложной модели реакции связей
(1.4) нелинейно зависят от удлинений. В ка-
честве функций, аппроксимирующих зависи-
мости сил реакций от удлинений, выберем
кубические полиномы.

_

K
a

(A) = a1 + a2A+ a3A
2
+ a4A

3,
_

K
b

(B) = a1 + a2B + a3B
2
+ a4B

3,
_

K
l

(L) = e1 + e2L+ e3L
2
+ e4L

3,
_

K
n

(N) = e1 + e2N + e3N
2
+ e4N

3.

(3.2)

Следует отметить, что коэффициенты в па-
рах функций

_

K
a

(A),
_

K
b

(B) и
_

K
l

(L),
_

K
n

(N)

одинаковы. Размеры A и L увеличиваются,
т.е. связи растягиваются, а B и N уменьша-
ются � связи сжимаются. Выбранные функ-
циональные зависимости (3.2) содержат ин-
формацию как о растяжении �

i

> 1, так и о
сжатии связей 0 < �

i

< 1.
В этом варианте модели получаем два

уравнения для напряжений при одноосном
растяжении в виде

�
a

= (a1 + a2A+ a3A
2
+ a4A

3
)q1(A)+

+ (e1 + e2L+ e3L
2
+ e4L

3
)q2(A); (3.3)

�
b

= (a1 + a2B + a3B
2
+ a4B

3
)r1(A)+

+ (e1 + e2L+ e3L
2
+ e4L

3
)r2(A)+

+ (e1 + e2N + e3N
2
+ e4N

3
)r3(A), (3.4)

где с учетом (3.1)

q1(A) =

A� 1

4

, q2(A) =
A(1� l/L(A))

2

,

r1(A) =

B(A)� 1

4

,

9
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r2(A) =

B(A)(1� l/L(A))

2

,

r3(A) =

B(A)� 1

2

.

Неизвестные параметры a
i

и e
i

(i = 1, 2, 3, 4)
входят в выражения напряжений �

a

и �
b

ли-
нейным образом, что позволяет их опреде-
лить, используя метод наименьших квадра-
тов при минимизации функции и �̃

b

= 0

�(a
i

, e
i

) =

X

A,B

⇥
(�

a

� �̃
a

)

2
+ �2

b

⇤
, (3.5)

но при условии выполнения ограничений
(1.5).

4. Случай несжимаемого материала

Несжимаемость означает постоянство объ-
ема в ходе деформирования, т.е. в терминах
модели ABC = 1. Несжимаемость как упро-
щенная физическая модель широко исполь-
зуется в механике сплошных сред при опи-
сании высокоэластичных (каучукоподобных)
материалов. При одноосном растяжении усло-
вие несжимаемости принимает вид AB2

= 1,
откуда следуют формулы B(A) =

p
A�1,

L(A) =

p
A2

+A�1.
В задаче об одноосном растяжении неиз-

вестные параметры a
i

и e
i

(i = 1, 2, 3, 4) опре-
деляются так, чтобы на боковой поверхности
напряжение �

b

было равно нулю, а �
a

� экс-
периментально измеренному.

Для демонстрации возможностей изло-
женного метода идентификации параметров
механико-геометрической модели были взяты
экспериментальные данные [7, 8] по одноосно-
му растяжению каучуков (резин). Для таких
эластомеров характерны два основных типа
диаграмм растяжения:

1) монотонно возрастающая выпуклая
кривая [7] (рис. 3),

2) более сложная S-образная кривая, име-
ющая участки убывания и возрастания каса-
тельного модуля упругости [8] (рис. 4).

Как правило, диаграмма растяжения
ненаполненных каучуков соответствует пер-
вому типу кривой, а наполненных � второй.

По этим данным на основе приведенных
выше формул и из условия минимизации
функционала (3.5) получены параметры a

i

и
e
i

функций жесткостей связей (1.4), (3.2) для
каждого типа кривой. Результаты идентифи-
кации для двух типов диаграмм растяжения

эластомеров представлены на рис. 3, 4. На
них приняты обозначения:

– кривая с символами • � исходные экс-
периментальные данные �̃

a

,
– кривая с символами N � аппроксимиру-

ющая кривая �
a

(3.3), полученная с помощью
метода наименьших квадратов,

– пунктирная � зависимость, рассчитан-
ная по внутренним силам модели (практиче-
ски совпадает с аппроксимирующей кривой
�
a

),
– две кривые с символами ⌥ и х � аппрок-

симирующая кривая �
b

(3.4) и рассчитанные
по внутренним силам модели напряжения на
боковой поверхности (практически совпадаю-
щие и близкие к нулю).

Нестрогое равенство нулю напряжений �
b

на боковой поверхности, а также нестрогое со-
ответствие �

a

и �̃
a

объясняется естественны-
ми проблемами выбора вида функций K

i

(�

i

)

модели и неточностями экспериментальных
данных.

Для точного определения параметров мо-
дели необходимы данные эксперимента, в ко-
тором были бы получены синхронизирован-
ные (по удлинению) диаграмма растяжения
напряжение-деформация и диаграмма зави-
симости функции поперечной деформации от
продольной деформации. При этом должна
быть обеспечена достаточная точность изме-
рения этих функций. Ввиду отсутствия таких
экспериментальных данных были использо-
ваны имеющиеся в литературе диаграммы
растяжения напряжение–деформация с до-
полнительным условием постоянства объема
при деформировании.

Нужно отметить, что аппроксимирующие
кубические полиномы более адекватны ма-
териалу с монотонной кривой первого типа,
чем материалу с S-образной кривой второго
типа. Средний квадрат невязки функциона-
ла (3.5), деленный на число точек измерений,
в первом случае равен "1 = 4,9 · 10�5, а во
втором "2 = 2,5 · 10�3.

В результате численных экспериментов
установлено, что повышение степени полино-
мов (3.2) неизвестных функций жесткостей
связей выше третьей не улучшает качество ап-
проксимации. Это может свидетельствовать
о необходимости выбора других, не полино-
миальных, а более физически обоснованных
видов функциональных зависимостей жест-
костей связей от удлинения.
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Рис. 3. Зависимости напряжения–деформации для эластомера 1 типа

Рис. 4. Зависимости напряжения–деформации для эластомера 2 типа

Функции (3.2), полученные после обработ-
ки экспериментальных данных (восстановле-
ния параметров a

i

и e
i

(i = 1, 2, 3, 4)), опреде-
ляющие характер нелинейности связей, пред-
ставлены на рис. 5.

Здесь и всюду далее варианты рисунков
а) относятся к эластомеру первого типа, а
варианты б) � к эластомеру второго типа.

Зависимости (1.4) и (3.2) позволяют по-
лучить силы реакции связей модели, изменя-
ющиеся с ростом продольного удлинения A
(рис. 6).

На рис. 7 приведен график этой же зави-
симости внутренних реакций связей модели
от продольного удлинения, но в меньшем мас-
штабе.

Из соотношений

�
a

=

@Э
@A

; �
b

=

@Э
@B

; �
c

=

@Э
@C

аналитически была восстановлена функция
удельной потенциальной энергии деформиро-
вания Э(A,B,C). Знание этой функции опре-
деляет поведение материалов при всех видах
деформаций.

Для параметров модели, полученных в
результате расчетов, построены трехмерные
графики энергии, отвечающие случаю несжи-
маемого материала Э(A,B) во всем диа-
пазоне деформаций A и B (деформация
C = 1/AB) (рис. 8).
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а) б)

Рис. 5. Зависимости жесткостей связей от удлинений

а) б)

Рис. 6. Зависимости сил реакций от продольного удлинения в области малых деформаций

а) б)

Рис. 7. Зависимости сил реакций от продольного удлинения в области малых деформаций
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а) б)

Рис. 8. Графики энергии

а) б)

Рис. 9. Зависимости энергии от удлинения

На рис. 9 приведены двумерные графики
энергии модели для случая одноосного рас-
тяжения несжимаемого материала.

Из графиков (рис. 8, 9) видно, что как для
первого, так и для второго типов эластоме-
ров полученные в результате аппроксимации
функции потенциальной энергии деформи-
рования являются выпуклыми, по крайней
мере, в той области, где производилась ап-
проксимация.

Автор благодарит проф. Зубова Л.М. за
полезные советы и поддержку работы.
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