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Abstract. The theory of blocked structures, designed in the South Research Center of RAS, has

several various advantages discussed right below. It allows solvation of boundary value problems
for the system of difference equations in particular derivatives in some systems in analytical form.
The basis of this theory is differential method of factorization. Scientists have not paid attention
to this method for a long time, being involved in the design of factorizing approaches. The reason
is that the method required involvement of modern mathematical methods. Being highly precise
though still rather complex in application the method was applied in various other areas. In the
report there is an example of application of the method in the task of solidity of bodies with
plating.
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1. Постановка задачи

Некоторые исходные сведения о старто-
вых землетрясениях, методах исследования
и результатах опубликованы в работах [1–3].
Считаем, что покрытие, лежащее на дефор-

мируемом основании, представляет пластину
Кирхгофа, имеющую три типа дефектов: бес-
конечный, разделяющий пластину на две по-
лубесконечные пластины, называемые ради
краткости, плитами, полубескнечный, когда
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дефект представляет полубесконечную тре-
щину, и конечный, когда дефект является
конечной трещиной. Считаем, что с некоторо-
го момента берега всех трех типов дефектов
с параллельными границами удалены друг от
друга на расстояние 2✓ и находятся на линей-
но деформируемом основании. При этом про-
странство между берегами дефекта является
пустым, а на торцах плит действуют внешние
силы, направленные по правилу внешних век-
торов. В системе координат x1x2x3 с началом
в плоскости x1x2, совпадающей со срединной
плоскостью пластины, осью ox3, направлен-
ной вверх по нормали к пластине, осью ox1,
направленной по касательной к границе де-
фекта, осью ox2 � по нормали к его границе.
Область, занятая левой от дефекта плитой,
обозначается �, и описывается соотношени-
ями |x1| 6 1, x2 6 �✓, а занятая правой �
индексом r и координатами |x1| 6 1, ✓ 6 x2.
Ограничимся случаем лишь вертикальных
воздействий на пластины, считая, что на тор-
цах могут задаваться отличные от нуля из-
гибающие моменты и перерезывающие силы.
Уравнение Кирхгофа для фрагментов b по-
крытия, b = �, r, занимающих области ⌦

b

с
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b
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Связь между граничными напряжениями и
перемещениями на поверхности упругой сре-
ды, на которой находятся плиты, имеет вид
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K (↵1,↵2) � аналитическая функция двух
комплексных переменных ↵

k

, в частности, ме-
роморфная, ее многочисленные примеры при-
ведены в [4,5], M

b

и Q
b

� изгибающий момент
и перерезывающая сила в системе координат
x1ox2; h

b

� толщины пластин, H � размер-
ный параметр подложки, например, толщина
слоя, E

b

� модули Юнга плит, ⌫
b

� их коэф-
фициенты Пуассона. Обозначения заимство-
ваны из [1]. F2 ⌘ F2(↵1,↵2) и F1 ⌘ F1(↵1) �
двумерный и одномерный операторы преоб-
разования Фурье соответственно.

23



Ограниченные и полуограниченные разломы и скрытые дефекты покрытия

2. Метод исследования

Рассматривая плиты и основание (1.1) как
блочную структуру, состоящую из трех де-
формируемых блоков, применим для ее ис-
следования метод блочного элемента. Этот
метод, как описано в [6], предполагает как
первый шаг, погружение средствами внешней
алгебры граничной задачи в топологическую
структуру. В результате строится функци-
ональное уравнение граничной задачи для
блочной структуры. Многошаговый алгоритм
дальнейших исследований функционального
уравнения, уже не имеющих никакого отно-
шения к аппарату внешней алгебры, назван
авторами внешним анализом в теории блоч-
ного элемента [6]. Он включает дифферен-
циальную факторизацию матриц-функций
с элементами из нескольких комплексных
переменных, реализацию автоморфизма, со-
стоящую в вычислении форм-вычетов Лере,
либо неполных функциональных уравнений
Винера–Хопфа, построение псевдодифферен-
циальных уравнений, извлечение из них инте-
гральных уравнений, диктуемых конкретны-
ми граничными условиями граничной задачи,
решение интегральных уравнений и получе-
ние интегрального представления граничной
задачи в каждом блоке в форме �упакован-
ного� блочного элемента. Наконец, �склейка�
решений каждого блока, состоящая в построе-
нии фактор-топологии некоторых топологиче-
ских пространств, являющихся декартовыми
произведениями топологических пространств
носителей и решений. Применяя описанный
подход, функциональное уравнение гранич-
ной задачи имеет вид

R
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S3b(↵1,↵2) = F2(↵1,↵2)(t3b � g3b), b = �, r.

Здесь !
b

� участвующие в представлении
внешние формы [1, 3], имеющие, с учетом вы-
бора системы координат, вид
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В частном случае прямолинейной границы
внешние формы представимы формулами
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В формуле (2.1) при интегрировании грани-
ца @⌦

b

представляет собой два торца левой
и правой пластин Кирхгофа, если дефект
бесконечный и разделяет пластины надвое.
Поскольку область, занятая покрытием, рас-
сматривается как топологическое многобра-
зие с краем, то на границе вводятся локаль-
ные координаты, ориентация которых согла-
сована с ориентацией внутренности многооб-
разия. Если дефект полубесконечной или ко-
нечной, то границей будут берега трещины с
соответствующей ориентацией. Для обеспече-
ния автоморфизма, вычислив формы-вычеты
Лере [1–3] по параметру ↵2, в том числе в дву-
кратных полюсах, псевдодифференциальные
уравнения граничной задачи, с учетом при-
нятых обозначений (2.2), можем представить
в виде
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Производная вычисляется по параметру ↵2.
Применяя в дальнейшем этот метод, при-

ходим к системе функциональных уравнений
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го вида, которые ради краткости, опущены.
Заметим, что представленные функциональ-
ные уравнения в качестве неизвестных имеют
не только функции G+

(↵1,↵2), G�
(↵1,↵2),

но также и функционалы G+
(↵1,↵2+),

G�
(↵1,↵2�), G+

(↵1,↵2+), G�0
(↵1,↵2�), кото-

рые линейно входят в k1�0, k2�0 k1r0, k2r0
и нуждаются в определении. Получили два
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Хопфа. Первое � обобщенное функциональ-
ное уравнение Винера–Хопфа, в связи с при-
сутствием функции U3✓(↵1,↵2). Оно решает-
ся изложенным в [5] обращением системы
двух интегральных уравнений второго рода с
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Здесь приняты обозначения работы [5].
Решив граничные задачи, определив

функции G+
(↵1,↵2) и G�

(↵1,↵2), требует-
ся также найти значения функционалов
G+

(↵1,↵2+) и G�
(↵1,↵2�), а также про-

дифференцированные по второму параметру
функционалы вида G

0
+(↵1,↵2+), G

0
�(↵1,↵2�).

Для их нахождения используем тот факт, что
построенные таким образом решения облада-
ют следующей структурой:
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+ C1�(↵1,↵2)G
0
+(↵1,↵2+)+

+ C2�(↵1,↵2)G
0
�(↵1,↵2�) + C3�(↵1,↵2).

Продифференцируем первое и второе уравне-
ния по ↵2.

Здесь функции C
n+(↵1,↵2), Cn�(↵1,↵2),

n = 1, 2, 3 являются известными, они доста-
точно просто находятся из вышеприведен-
ных выражений, а G+(↵1,↵2�), G�(↵1,↵2+),
G

0
+(↵1,↵2+), G

0
�(↵1,↵2�) требуется опреде-

лить. Для их определения положим в пер-
вом уравнении и в продифференцированном
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↵2 = ↵2+, а во втором и продифференци-
рованном уравнении � ↵2 = ↵2�. Получа-
ем алгебраическую систему для определе-
ния всех вышеперечисленных неизвестных,
решив которую находим искомые функции.
Внесение найденных решений в соотноше-
ния во внешние формы, в зависимости от
поставленной граничной задачи, дает возмож-
ность полностью определить напряженно-
деформированное состояние покрытия с лю-
бым из рассматриваемых дефектов или без
них.

Второе функциональное уравнение явля-
ется уравнением Винера–Хопфа. Способы по-
строения его точных или приближенных ре-
шений можно найти в работах [4,5]. Достаточ-
но просто доказывается, что решение первого
функционального уравнения для ✓ > 0 при-
водит к следующим свойствам контактных
напряжений между плитами и подложкой на
краях

g3�(x1, x2) = �1�(x1, x2)(�x2 � ✓)�1/2,

x2 < �✓,

g3r(x1, x2) = �1r(x1, x2)(x2 � ✓)�1/2,

x2 > ✓.

Здесь �1b(x1, x2), b = �, r непрерывные по
обеим координатам функции для достаточно
гладких t3b, b = �, r [4,5]. Обращение второго
уравнения приводит при x2 ! 0 к следующим
свойствам решений

g3�(x1, x2) ! �2�(x1, x2)x
�1
2 ,

g3r(x1, x2) ! �2r(x1, x2)x
�1
2 .

Функции �
nb

(x1, x2), b = �, r; n = 2, 3 непре-
рывны по обоим параметрам.

3. Полуограниченные и ограниченные
разломы или дефекты

При дальнейших изучениях установлен ос-
новной результат исследования: бесконечные
и полубесконечные дефекты всегда имеют
сингулярные концентрации напряжений на
краях плит при сближении берегов дефек-
та, несущие опасность разрушения конструк-
ции с покрытием. Степень разрушения кон-
струкций уменьшается по мере сокращения
размера дефекта конечной длины. Степень
разрушения определяется сочетаниями ряда
параметров. Последнее установлено путем ис-
следования коэффициентов при особенностях.

Имеют место следующие приближенные фор-
мулы для решения краевой задачи, которые
представлены структурно, без конкретизации
всех параметров, в связи со сложностью, ко-
торые позволяют оценить возможность реше-
ния интегральных уравнений

K0(↵1) = �D

✓
1 +

 1

 2

◆
,

 1 = B
�

L�(↵2��) +B
r

L+(↵2r+),

 2 = (B
r

L+(↵2r+)+B
�

L�(↵2��))�"�1
6 k1(↵1),

D = �A
�

Q
�

(↵1,�✓) +A
r

Q
r

(↵1, ✓), ✓ > 0,

G�(↵1,↵2) = L�(↵2)
1

"�1
6 k1(↵1)

K0(↵1,↵2),

G+(↵1,↵2) = L+(↵2)
1

"�1
6 k1(↵1)

K0(↵1,↵2),

A
�

(↵1,↵2) = �e�i↵2✓

↵2��
,

B
�

(↵1,↵2) =
e�i(↵2�↵2��)✓

↵2��
,

A
r

(↵1,↵2) = �ei↵2✓

↵2r+
,

B
r

(↵1,↵2) =
ei(↵2�↵2r+)✓

↵2r+
.

В случае ограниченных по протяженности
разломов в случае плит с разными свойства-
ми вид интегральное уравнение для опреде-
ления поведения перерезывающих сил при-
ближенно имеет

1Z

�1

k(y � ⇠)s(⇠)d⇠ = �2(y), �1 6 y 6 1,

1

"�1
6 k1(↵1)

K0(↵1) = K(↵1),

k(x1) = F�1
1 (x1)K(↵1),

D(↵1) = �A
�

Q
�

(↵1,0) +A
r

Q
r

(↵1,0),

s(x1) = F�1
1 (x1)D(↵1).

Здесь

k1(↵1) = lim |↵2|�1K(↵1,↵2), |↵2| ! 1.

Если имеет место равенство свойств левой и
правой полуплиты, то есть

A
�

(↵1) = A
r

(↵1),
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F�1
1 (x1)Q

�

(↵1,0) = �F�1
1 (x1)Qr

(↵1),

�1 6 y 6 c1, c2 6 y 6 1.

Тогда

D =

1

↵2��(↵1)
[Q

�

(↵1,0) +Q
r

(↵1, )] ,

s0(x1) = F�1
1 (x1) [Q

�

(↵1,0) +Q
r

(↵1)] ,

c1 6 x1 6 c2,

с2Z

с1

k1(y � ⇠)s0(⇠)d⇠ = �2(y), c1 6 y 6 c2,

k1(x1) = F�1
1 (x1)

K(↵1)

↵2��(↵1)
.

В том случае, если c2 = 1, то получается ин-
тегральное уравнение для полубесконечного
разлома

1Z

с1

k1(y � ⇠)s0(⇠) d⇠ = �2(y), c1 6 y 6 1.

С помощью этих интегральных уравнений
можно определять степень воздействия на бе-
рега разлома, чтобы снизить или увеличить
коэффициент при сингулярном члене в кон-
тактных напряжениях.
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