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Abstract. The main idea of this study is the creation of universal analytical selection’s methods
of singular components of solution in explicit form with obligatory subsequent account of these
results for the effectiveness increase of numerical schemes and methods of investigation. The
conducted analytically analysis of the impact of the temperature field on the resonance frequency
spectrum for the sectionally heterogeneous rectangular area showed that the superposition method
in this interpretation can be considered as common methodological approach, extending the
opportunities of researches of the composite structures deflected mode. To test the validity
of suggested analytical methods, the discrete problems with known analytical solutions and
experimental results have been solved. The adequacy of developed technique and numerical results
of research are compared with numerical results obtained by the finite elements method in ANSYS
computer system. It can be insisted that the temperature field impact on the resonance frequency
spectrum for the sectionally heterogeneous rectangular area is insignificant. It is confirmed by the
conducted finite-element analysis for various combinations of geometric, elastic and temperature
parameters of two-layer rectangular area, since resonance frequencies, calculated with and without
temperature field, differ insignificantly.
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Введение

Выбранный критерий прочности кон-
струкционного элемента, он обязательно дол-
жен учитывать именно максимальные напря-
жения, возникающие в зонах локальной кон-
центрации напряжений (ЛКН). И поскольку
наличие ЛКН может быть причиной выхода
элемента из строя, то качественное и количе-
ственное определение степени концентрации
всегда важным и актуальным вопросом.

Расчет распределения напряжений в эле-
ментах конструкций связан со значительны-
ми трудностями, обусловленными сложно-
стью формы и внутренней структуры обла-
сти и условиями ее нагружения. Поэтому в
приближенных расчетах чаще всего приме-
няют упрощении модели с эксперименталь-
ной оценкой их эффективности, что обычно
приводит к неверным выводам. Погрешности
расчетов еще более возрастают, если необхо-
димо рассматривать динамическое деформи-

рование областей, поскольку интенсивность
ЛКН в динамических задачах существенно
возрастает. Кроме того, появляется необхо-
димость учета возможности проявления ре-
зонансных эффектов. Важная особенность
геометрии сечений, подвергнутых ЛКН, обу-
словлена существованием на границе их пере-
сечения некоторых сингулярных угловых то-
чек, напряженно-деформированное состояние
(НДС) в окрестности которых и определяет
прочность всей конструкции в целом. Здесь
также имеет место появление новых волно-
вых эффектов, связанных с концентрацией
динамических напряжений.

Проведённый анализ научных публикаций
показал, что наиболее эффективным и часто
используемым методом решения связанных
задач термоупругости остаётся МКЭ. Отмеча-
ется относительно небольшой (по сравнению
с двумерными задачами теории упругости)
объем исследований, посвященных аналити-
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ческим методам решения задач данного кру-
га, в частности особенностям краевых и гра-
ничных эффектов в задачах термоупругости
и анализу сингулярности напряжений в неод-
нородных термоупругих телах с негладкой
границей.

Метод суперпозиции в решении осесим-
метричных задач о тепловых напряжениях
в прямоугольных пластинах подробно изло-
жен в [1] и развит в [2, 3]. На основе метода
суперпозиции краевой резонанс исследовал-
ся в работах [4, 5]. К настоящему времени
накоплен огромный объем информации, по-
лученной с использованием эксперименталь-
ных, численных и численно-аналитических
подходов, описывающий различные стороны
проявления краевого резонанса. Значитель-
ная часть ранних публикаций по этой тема-
тике обсуждалась в [5, 6], где для уравнений
линейной теории упругости в окрестности уг-
ловых точек имеет место асимптотическое
представление решения краевых задач.

Вопросам исследования решений задач
теории упругости в окрестности угловых то-
чек, принадлежащих линиям раздела разно-
родных сред, посвящено достаточно много
публикаций. Обширная библиография по дан-
ному вопросу приведена в [7]. Так, в [8] для
бесконечных клиновидних областей методом
преобразования Меллина получены значения
коэффициентов интенсивности напряжений
в сингулярних точках.

В [9] выполнено построение модели связан-
ной термоупругости для расчёта напряженно-
деформированного состояния (НДС) тонких
прямоугольных и круглых пластин из изо-
тропных разносопротивляющихся материа-
лов, находящихся под действием механиче-
ских нагрузок и температурных полей. В [10]
была проведена разработка методов анализа
плоских смешанных задач динамической тео-
рии упругости с разрывом граничных усло-
вий для однородных и неоднородных клино-
видных областей на основе развития метода
граничных интегральных уравнений (ГИУ).
В [11] аналитически найдены решения основ-
ных краевых задач колебаний пластин с уче-
том температуры с использованием получен-
ного И. Г. Филипповым уравнения и уточнен-
ных граничных условий, установлено влияние
теплового фактора на собственные частоты
колебания термоупругих пластин. Необходи-
мо отметить также [12], где было проведена
разработка аналитических и численных ме-
тодов исследования напряженного состояния
в окрестности сингулярных точек и поиск пу-

тей ликвидации сингулярности и существен-
ного снижения концентрации напряжений.
Граничные задачи связанной термоупругости
для двумерных областей различных конфи-
гураций в контексте построения однородных
фундаментальных решений, рассматривались
в [13].

Однако в отдельных работах названных
выше авторов при исследовании ЛКН в
прямоугольных термоупругих областях, во-
первых, не введены параметры интенсивно-
сти ЛКН, аналогичные широко известным
коэффициентам концентрации напряжений,
во-вторых, нет анализа особенностей НДС с
учётом сингулярности границы области и вли-
яния температурных напряжений на ЛКН.

Это позволило определить круг вопросов,
требующих дальнейшего развития и решения,
в частности, о распространении усовершен-
ствованного алгоритма метода суперпозиции
для расчета термоупругих неоднородных пря-
моугольных областей с целью определения
характера динамического НДС в окрестно-
сти сингулярных угловых/внутренних точек
областей.

Главная идея развиваемого авторами под-
хода состоит в создании универсальных ана-
литических методов выделения сингулярных
составляющих решения в явном виде с обяза-
тельным последующим учетом этих результа-
тов для повышения эффективности числен-
ных схем и методов исследования.

1. Основная часть
Обобщение метода суперпозиции на слу-

чай кусочно-неоднородных термоупругих об-
ластей изложено при решении задачи о сво-
бодных постоянных симметричных колебани-
ях кусочно-однородной термоупругой обла-
сти, сечение которой в безразмерных коор-
динатах представляет собой прямоугольную
область D = G(1) [G(2) (рис. 1).

Области G(m)
(m = 1, 2) состыкованы

друг с другом. Они являются изотропны-
ми и в общем случае имеют разные упругие
константы, которые в безразмерных коорди-
натах определяются неравенствами

G(1)
= {(x, y) : |x| 6 �; |y| 6 ⌘} ,

G(2)
= {(x, y) : x 2 [�1,��] [ [1, �] ; |y| 6 ⌘} ,

где x, y � отнесённые к половине большей
стороны прямоугольника a, декартовы коор-
динаты; ⌘, � � безразмерные геометрические
параметры.
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Рис. 1. Геометрия сечения тела

На границах области x = ±1, y = ±⌘ за-
дано нормальное нагружение интенсивности
q1 (x) и q2 (y) соответственно, которое гармо-
нично изменяется во времени с частотой !.
Предполагается, что данная область имеет
свободный теплообмен с окружающей средой.
Безразмерные амплитудные характеристики
перемещений U (m)

i

(x, y), i = m = 1, 2 и при-
роста температуры ⇥ (x, y) определяются си-
стемой уравнений связанной термоупругости
в безразмерных координатах для областей
G(1) и G(2) [14]:
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Здесь использованы следующие обозначения:
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a
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a
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˜U (m)
i

(i,m = 1,2) � компоненты вектора пе-
ремещений; ˜

⇥

(m) � прирост температуры;
T (m) � абсолютная температура точек тела;
T0 � температура тела в недеформирован-
нм и ненапряженном состоянии; ⇢(m) � плот-
ность; �(m), µ(m) � параметры Ляме,
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где ↵(m)
t

� коэффициент линейного терми-
ческого расширения; �(m)

0 � коэффициент
теплопроводности; c(m)

"

� удельная теплоем-
кость при постоянной деформации.

При формулировании граничных условий,
учитывая симметрию области, рассмотрим
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напряженное состояние части области, распо-
ложенной в первой четверти. Введем локаль-
ную безразмерную координату

x̂ =

(↵1 � c)

a
, x̂ 2 [0, �2] ;

�2 = 1� �, � =

c

a

и безразмерные амплитудные компоненты
тензора напряжения �(m)

↵�

, связанные с пере-
мещениями законом Гука [15].

На границах области формулируются в
безразмерном виде соответствующие силовые
и температурные граничные условия для об-
ластей G(1) и G(2) таким образом, чтобы были
выполнены условия контакта областей с раз-
личными термоупругими свойствами:
– в области ¯G(1)
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где
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q
�
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b

a
,

r12 =
µ(2)

µ(1)
, � = 1, 2,
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1 � приведений коэффициент теплопро-

водности; ↵(m) � коэффициент теплоотдачи.

Следуя предложенному в [8, 14, 15] алго-
ритму, общее решение U (m)

i

и ⇥(m) конструи-
руется в виде суммы двух частных решений
системы для горизонтальных и вертикаль-
ных слоев, образующих в пересечении соот-
ветствующую область ¯G(m), m = 1, 2

U (1)
1 =

¯H(1)
sh

⇣
t(1)x

⌘
cos↵(1)

(y � ⌘)+

+

¯R(1)
ch

⇣
r(1)y

⌘
sin�(1)

(x� �) ,

U (1)
2 = H(1)

ch

⇣
t(1)x

⌘
sin↵(1)

(y � ⌘)+

+R(1)
sh

⇣
r(1)y

⌘
cos�(1)

(x� �) ,

⇥

(1)
= K(1)

ch

⇣
t(1)x

⌘
cos↵(1)

(y � ⌘)+

+ L(1)
ch

⇣
r(1)y

⌘
cos�(1)

(x� �) ,

U (2)
1 =

✓
¯H(2)

sh

⇣
t(2)x̂

⌘
+

+

¯Q(2)
ch

⇣
t(2)x̂

⌘◆
cos↵(1)

(y � ⌘)+

+

¯R(2)
ch

⇣
r(2)y

⌘
sin�(2)

(x̂� �) ,

U (2)
2 =

✓
H(2)

ch

⇣
t(2)x̂

⌘
+

+Q(2)
sh

⇣
t(2)x̂

⌘◆
sin↵(1)

(y � ⌘)+

+R(2)
sh

⇣
r(2)y

⌘
cos�(2)

(x̂� �) ,

⇥

(2)
=

✓
K(2)

ch

⇣
t(2)x̂

⌘
+

+M (2)
sh

⇣
t(2)x̂

⌘◆
cos↵(1)

(y � ⌘)+

+ L(2)
ch

⇣
r(2)y

⌘
cos�(2)

(x̂� �) ,

где ¯H(m), H(m), ¯R(m), R(m), ¯Q(m), Q(m), K(m),
L(m), M (m) � произвольные постоянные.

В качестве значений параметров ↵(1), �(m)

выбираем последовательности чисел
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При выборе формы этих частных реше-
ний необходимо учитывать возможность удо-
влетворения не только граничных условий
на внешней границе области, но и условий
сопряжения механических и температурных
характеристик на границе раздела сред.

Подставляя данные выражения в систе-
мы уравнений движений и теплопроводности
(1.1) и (1.2), получаем две системы однород-
ных уравнений относительно вышеперечис-
ленных постоянных.

Обозначим через t(m)
↵k

и r(m)
↵j

корни харак-
теристических уравнений (↵ = 1, 2, 3), полу-
ченные при условии существования нетриви-
ального решения двух представленных одно-
родных систем уравнений
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(m)
1 ⌦

(m)
1 +

+ 2�(m)2
⇣
C(m)
11 � 1

⌘
,

S(m)2
= ⌦

(m)4
+

+ ⌦

(m)2
✓
2⌦

(m)
2 + 2

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 �

� 2⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1

◆
+⇥

(m)
1

2
⌦

(m)
1

2
+

+ 2

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 ⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1 +

+ 2⌦

(m)
2 ⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1 +

⇣
C(m)
11 � 1

⌘2
⌦

(m)
2

2
+

+ 2

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2

2
+ ⌦

(m)
2

2
,

где

C(1)
11 = 2 +

�(1)

µ(1)
, C(m)

12 = C(m)
11 � 2,

⇥

(1)
1 =

�(1)T0

µ(1)
,⌦(1)

1 =

⌘(1)a2i!

T0
,⌦(1)

2 =

a2i!

�(1)
.

Из анализа систем следует, что постоян-
ные ¯H(m),. . . , M (m) связаны следующими со-
отношениями:

¯H(m)
k↵

= H(m)
k↵

P (m)
1↵k , K(m)

k↵

= H(m)
k↵

P (m)
2↵k ,

¯Q(m)
k↵

= Q(m)
k↵

P (m)
1↵k , M (m)

k↵

= Q(m)
k↵

P (m)
2↵k ,

¯R(m)
j↵

= R(m)
j↵

B(m)
1↵j , L(m)

j↵

= R(m)
j↵

B(m)
2↵j ,

где ↵ = 1, 2, 3,

P (m)
1↵k =

⌅11

⌅12
,

где

⌅11 = ↵(1)t
↵k

✓
�t2

↵k

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

+ ↵(1)2
⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

+

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 +⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1

◆
,

⌅12 = t4
↵k

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

✓
�↵(1)2

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

+ ⌦

(m)2 � t2
↵k

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 �

� ⌦(m)
2 � 2↵(1)2 �⇥(m)

1 ⌦

(m)
1

◆
+

+↵(1)4�↵(1)2
⌦

(m)2
+⌦

(m)
2 ↵(1)2�⌦(m)

2 ⌦

(m)2,

P (m)
2↵k =

⌅21

⌅22
,

где

⌅21 = ⌦
(m)
1

⇣
�t2

↵k

+ ↵(1)2 � ⌦(m)2
⌘
,
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⌅22 = ↵(1)
⇣
�t2

↵k

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

+

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 +⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1

⌘
,

B(m)
1↵j =

⌅31

⌅32
,

где

⌅31 = 2r2
↵j

�(m)2 � r4
↵j

+ r2
↵j

⌦

(m)
2 +

+ r2
↵j

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
�(m)2 � r4

↵j

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

+ r2
↵j

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 � �(m)4�

� �(m)2
⌦

(m)
2 + ⌦

(m)2�(m)2�

� ⌦(m)2r2
↵j

+ ⌦

(m)2
⌦

(m)
2 +⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1 r2

↵j

,

⌅32 = �r
↵j

�(m)
⇣⇣

C(m)
11 � 1

⌘
�(m)2�

� r2
↵j

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 +

+⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1

⌘
,

B(m)
2↵j =

⌅41

⌅42
,

где

⌅41 = ⌦
(m)
1

⇣
r2
↵j

� �(m)2
+ ⌦

(m)2
⌘
,

⌅42 = r
↵j

⇣
�(m)2

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
�

� r2
↵j

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
+

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 +

+⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1

⌘
.

Общее решение краевой задачи строится
отдельно для каждой области ¯G(m).
– для ¯G(1):

U (1)
1 (x, y) =

=

X

k

3X

�=1

P (1)
1�kH

(1)
�k

sh

⇣
t(1)
�k

x
⌘
cos↵(1)

k

(y � ⌘)+

+

X

j

3X

�=1

B(1)
1�jR

(1)
�j

ch

⇣
r(1)
�j

y
⌘
sin�(1)

j

(x� �)+

+H(1)
0 sin l(1)1 x,

U (1)
2 (x, y) =

=

X

k

3X

�=1

H(1)
�k

ch

⇣
t(1)
�k

x
⌘
sin↵(1)

k

(y � ⌘)+

+

X

j

3X

�=1

R(1)
�j

sh

⇣
r(1)
�j

y
⌘
cos�(1)

j

(x� �)+

+R(1)
0 sin l(1)1 y⇥(1)

1 (x, y) =

=

X

k

3X

�=1

P (1)
2�kH

(1)
�k

ch

⇣
t(1)
�k

x
⌘
cos↵(1)

k

(y � ⌘)+

+

X

j

3X

�=1

B(1)
2�jR

(1)
�j

ch

⇣
r(1)
�j

y
⌘
cos�(1)

j

(x� �)+

+B(1)
0 cos l(1)1 x+ C(1)

0 cos l(1)1 y.

� для области ¯G(2):

U (2)
1 (x̂, y) =

X

k

3X

�=1

P (2)
1�k

✓
H(2)

�k

sh

⇣
t(2)
�k

x̂
⌘
+

+Q(2)
�k

ch

⇣
t(2)
�k

x̂
⌘◆

cos↵(1)
k

(y � ⌘)+

+

X

j

3X

�=1

B(2)
1�jR

(2)
�j

ch

⇣
r(2)
�j

y
⌘
sin�(2)

j

(x̂� �)+

+H(2)
0 sin l(2)2 x̂+Q(2)

0 cos l(2)2 x̂,

U (2)
2 (x̂, y) =

X

k

3X

�=1

✓
H(2)

�k

ch

⇣
t(2)
�k

x̂
⌘
+

+Q(2)
�k

sh

⇣
t(2)
�k

x̂
⌘◆

sin↵(1)
k

(y � ⌘)+

+

X

j

3X

�=1

R(2)
�j

sh

⇣
r(2)
�j

y
⌘
cos�(2)

j

(x̂� �2)+

+R(2)
0 sin l(2)2 y,

⇥

(2)
1 (x, y) =

X

k

3X

�=1

P (2)
2�k

✓
H(2)

�k

ch

⇣
t(2)
�k

x̂
⌘
+

+Q(2)
�k

sh

⇣
t(2)
�k

x̂
⌘◆

cos↵(1)
k

(y � ⌘)+

+

X

j

3X

�=1

B(2)
2�jR

(2)
�j

ch

⇣
r(2)
�j

y
⌘
cos�(2)

j

(x� �2)+

+B(2)
0 sin l(2)2 x̂+ C(2)

0 cos l(2)2 x̂.
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Константы H(m)
�k

, R(m)
�k

, H(m)
0 , R(m)

0 , B(m)
0 ,

C(m)
0 , Q(m)

0 � произвольные постоянные, опре-
деляемые из граничних условий.

Реализуя основной алгоритм метода су-
перпозиции, модифицированного для случая
термоупругой области, с целью получения
определяющей системы интегральных урав-
нений (СИУ), рассмотрим вспомогательную
краевую задачу аналогично случаю однород-
ной термоупругой области, рассмотренному
в [14]. При заданных граничных условиях
вид этой вспомогательной задачи значитель-
но усложняется по сравнению с [14], посколь-
ку при её формулировке необходимо не толь-
ко добиться аналитического решения, но вве-
сти и учесть граничные условия и условия
сопряжения.

Итак, вспомогательная граничная задача
характеризуется следующими условиями в
окрестности границ прямоугольного сечения
области:
– для области ¯G(1)

U (1)
1 (�, y) = f1 (y) , �(1)

12 (�, y) = �1 (y) ,

@⇥(1)

@x

�����
x=�

= f5 (y) ,

U (1)
2 (x, ⌘) = f2 (x) , �(1)

12 (x, ⌘) = 0,

@⇥(1)

@y

�����
y=⌘

= f8 (x) ,
(1.3)

– для области ¯G(2)

U (2)
1 (0, y) = f1 (y) , �(2)

12 (0, y) = r12�1 (y) ,

@⇥(2)

@x̂

�����
x̂=0

= f5 (y)

U (2)
2 (x̂, ⌘) = f4 (x̂) , �(2)

12 (x̂, ⌘) = 0,

@⇥(2)

@y

�����
y=⌘

= f7 (x̂) ,
(1.4)

U (2)
1 (�2, y) = f3 (y) , �(2)

12 (�2, y) = 0,

@⇥(2)

@x̂

�����
x̂=�2

= f6 (y) ,

где f1 (y), f2 (x), f3 (y), f4 (x̂), f5 (y), f6 (y),
f7 (x̂), f8(x), �1 (y) � неизвестные вспомога-
тельные функции.

Вспомогательная краевая задача (1.3),
(1.4) не соответствует начальной граничной
задаче, но допускает аналитическое решение
и позволяет, во-первых, удовлетворить часть
начальных и граничных условий, во-вторых,
выразить все характеристики исходной зада-
чи через коэффициенты Фурье неизвестных
функций f1 (y), . . . , �1 (y).

После определения констант H(m)
�k

и R(m)
�k

,
через коэффициенты Фурье f1k, f2j , f3k, f4j ,
f5k, f6k, f7j , f8j , �1k введенных функций по-
лучаем компоненты вектора перемещений
U1, U2 и температуру ⇥. Например, в области
¯G(1) они имеют следующий вид:

U (1)
1 (x, y) =

1X

k=1

[f1k (1 + 2 + 3)+ f5k5+

+�1k (6 + 7 � 8)] cos↵
k

(y � ⌘)+

+

1X

j=1

f2j (9 � 10 + 11),

где

1 =
⇣
��(1)

1

⌘
sh

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ ,

2 = 2�

(1)
2

sh

⇣
t(1)2 x

⌘

sh

⇣
t(1)2 �

⌘ , 3 = �
(1)
3

sh

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ ,

5 = �
(1)
4

0

@�
sh

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘
+

sh

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘

1

A ,

6 = �
(1)
6

sh

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ , 7 = �
(1)
2

sh

⇣
t(1)2 x

⌘

sh

⇣
t(1)2 �

⌘ ,

8 = �
(1)
7

sh

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ ,

9 =
⇣
��(1)

8

⌘
ch

⇣
r(1)1 y

⌘

sh

⇣
r(1)1 ⌘

⌘ ,

10 = 2�

(1)
9

ch

⇣
r(1)2 y

⌘

sh

⇣
r(1)2 µ

⌘ , 11 = �
(1)
10

ch

⇣
r(1)3 y

⌘

sh

⇣
r(1)3 ⌘

⌘
;
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U (1)
2 (x, y) =

1X

k=1

[f1k ($1 �$2 �$3)+

+ f5k ($4 +$5)+

+�1k ($6 �$7 +$8)] sin↵
k

(y � ⌘)+

+

1X

j=1

(f2j ($9 +$10 �$11) + f8j$12)⇥

⇥ cos�(1)
j

(x� �) + f20
sin k(1)1 y

sin k(1)1 ⌘
,

где

$1 =

⇣
�

(1)
13

⌘
ch

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ , $2 = �
(1)
14

ch

⇣
t(1)2 x

⌘

sh

⇣
t(1)2 �

⌘ ,

$3 = �
(1)
15

ch

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ , $4 = ��(1)
16

ch

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ ,

$5 = �
(1)
17

ch

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ , $6 = ��(1)
18

ch

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ ,

$7 = �
(1)
19

ch

⇣
t(1)2 x

⌘

sh

⇣
t(1)2 �

⌘ , $8 = �
(1)
20

ch

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ ,

$9 = �
(1)
21

sh

⇣
r(1)1 y

⌘

sh

⇣
r(1)1 ⌘

⌘ $10 = �
(1)
22

sh

⇣
r(1)2 y

⌘

sh

⇣
r(1)2 µ

⌘ ,

$11 = �
(1)
23

sh

⇣
r(1)3 y

⌘

sh

⇣
r(1)3 ⌘

⌘ ,

$12 = �
(1)
24

0

@
sh

⇣
r(1)1 y

⌘

sh

⇣
r(1)1 ⌘

⌘ �
sh

⇣
r(1)3 y

⌘

sh

⇣
r(1)3 ⌘

⌘

1

A
;

⇥

(1)
(x, y) =

=

1X

k=1

[f1k (⌧1 � ⌧2) + f5k (⌧3 + ⌧4)+

+�1k (⌧5 + ⌧6)] cos↵
k

(y � ⌘)+
1X

j=1

(f2j (⌧7 � ⌧8) + f8j (⌧9 � ⌧10))⇥

⇥ cos�(1)
j

(x� �)� ⌧11 � ⌧12,

где

⌧1 =
⇣
�

(1)
25

⌘
ch

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ , ⌧2 = �
(1)
26

ch

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ ,

⌧3 = ��(1)
27

ch

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ , ⌧4 = �
(1)
28

ch

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ ,

⌧5 = ��(1)
33

ch

⇣
t(1)1 x

⌘

sh

⇣
t(1)1 �

⌘ , ⌧6 = �
(1)
34

ch

⇣
t(1)3 x

⌘

sh

⇣
t(1)3 �

⌘ ,

⌧7 = �
(1)
29

ch

⇣
r(1)1 y

⌘

sh

⇣
r(1)1 ⌘

⌘ , ⌧8 = �
(1)
30

ch

⇣
r(1)3 y

⌘

sh

⇣
r(1)3 ⌘

⌘ ,

⌧9 = �
(1)
31

ch

⇣
r(1)1 y

⌘

sh

⇣
r(1)1 ⌘

⌘ , ⌧10 = �
(1)
32

ch

⇣
r(1)3 y

⌘

sh

⇣
r(1)3 ⌘

⌘ ,

⌧11 = f30
cos k(1)1 x

k(1)1 sin k(1)1 �
, ⌧12 = f40

cos k(1)1 y

k(1)1 sin k(1)1 ⌘
.

Здесь

�

(m)
1 =

⌅51

⌅52
, �

(m)
2 =

2↵
k

t2k

⌦

(m)2
и т.д.,

где

⌅51 =

 
↵
k

⇣
⌦

(m)2 � 2↵2
k

⌘
⇥

⇥
✓
⌦

(m)2 � ↵2
k

+ t(2)3k

2
◆
⇥

⇥
 ⇣

C(m)
11 � 1

⌘
↵2
k

�
⇣
C(m)
11 � 1

⌘
t(2)1k

2
+

+

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 +⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1

!
,

⌅52 = ⌦
(m)2t(2)1k

✓
t(2)1k

2
� t(2)3k

2
◆
⇥

⇥
 ⇣

C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)2
+

+

⇣
C(m)
11 � 1

⌘
⌦

(m)
2 +⇥

(m)
1 ⌦

(m)
1

!
.

Такой подход позволяет максимально
упростить вид последующей системы инте-
гральных уравнений, которая составляется
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для определения введённых вспомогательных
функций f1 (y), . . . , f8(x), �1 (y) с использова-
нием неучтённых граничных условий и усло-
вий сопряжения областей ¯G(m)

M
k1�1 +

8X

r=1

L
kr

f
r

= Q
k

, (1.5)

где Q
k

= q
k

, k = 1,6, r = 1,8,

f6 + T (1)
⇥

(1)
= 0, f7 + T (2)

⇥

(2)
= 0,

f8 + T (1)
⇥

(1)
= 0,

где

T (m)
=

↵(m)

�(m)
1

a, m = 1, 2.

Здесь

L11f1 =
1X

k=1

f1k
⇣
�

(1)
13 cth

⇣
t(1)1k �

⌘
+

+�

(2)
13 cth

⇣
t(2)1k �2

⌘
��(1)

14 cth

⇣
t(1)2k �

⌘
�

��(2)
14 cth

⇣
t(2)2k �2

⌘
��(1)

15 cth

⇣
t(1)3k �

⌘
�

��(2)
15 cth

⇣
t(2)3k �2

⌘⌘
sin↵

k

(y � ⌘) и т.д.

Для определения особенностей волнового по-
ля в угловых точках областей ¯G(m) проводит-
ся исследование решения СИУ. В рассмат-
риваемой задаче такими точками являются
угловые точки стыка областей (A) и внешняя
угловая точка сечения (B).

Проведем исследование решения СИУ в
угловых точках областей ¯G(m). Это позво-
лит определить асимптотику коэффициентов
Фурье неизвестных функций в случае, ко-
гда k ! 1 и j ! 1. Согласно алгоритму,
приведенному в [14], предположим, что функ-
ции �1 (⇠), f5k (y), f7j (x̂), f8j(x) имеют особен-
ность в угловой точке стыка областей A (�, ⌘)

�1 (⇠) = �
A

1 (⌘ � ⇠)↵�1 , ⇠ ! ⌘;

f5 (⇠) = FA

5 (⌘ � ⇠)��1 , ⇠ ! ⌘,

f7 (⇠) = FA

7 ⇠��1, ⇠ ! 0;

f8 (⇠) = FA

8 (� � ⇠)��1 , ⇠ ! �

(1.6)

а функции f
i

(⇠) непрерывны в своих обла-
стях определения, но их производные имеют

разрыв в угловых точках. В окрестности точ-
ки A (�, ⌘)

f 0
1 (⇠) = FA

1 (⌘ � ⇠)↵�1 , ⇠ ! ⌘,

f 0
2 (⇠) = FA

2 (� � ⇠)↵�1 , ⇠ ! �,

f 0
4 (⇠) = FA

4 ⇠↵�1, ⇠ ! 0.

(1.7)

В окрестности точки B (�2, ⌘) области ¯G(2)

f 0
3 (⇠) = FB

3 (⌘ � ⇠)��1 , ⇠ ! ⌘;

f 0
4 (⇠) = FB

4 (�2 � ⇠)��1 , ⇠ ! �2,

f6 (⇠) = FB

6 (⌘ � ⇠)��1 , ⇠ ! ⌘;

f7 (⇠) = FB

7 (�2 � ⇠)��1 , ⇠ ! �2,

(1.8)

где ↵, �, �, � � параметры локальной особен-
ности (ПЛО) по напряжениям и температуре
соответственно, что характеризует особенно-
сти функций f1 (y), . . . , �1 (y), а FA

1 , . . . , FA

8 �
произвольные постоянные.

Можно показать, что при k ! 1, j ! 1

�1k
⇠
=

�1⌘
�1

⇣
↵(1)
k

⌘�↵

,

f1k ⇠
=

F1⌘
�1

⇣
↵(1)
k

⌘�↵�1
,

f2j ⇠= F2�
�1

⇣
�(1)
j

⌘�↵�1
,

f3k ⇠
=

F3⌘
�1

⇣
↵(1)
k

⌘���1
,

f4j ⇠= F4�
�1
2

⇣
�(2)
j

⌘���1
, если ⇠ ! �2,

f4j ⇠= ¯F4 (�1)

j+1 ��1
2

⇣
�(2)
j

⌘�↵�1
, если ⇠ ! 0,

f5k ⇠
=

F5⌘
�1

⇣
↵(1)
k

⌘��

,

f6k ⇠
=

F6⌘
�1

⇣
↵(2)
k

⌘��

,

f7j ⇠= F7�
�1
2

⇣
�(2)
j

⌘��

, если ⇠ ! �2,

f7j ⇠= ¯F7 (�1)

j+1 ��1
2

⇣
�(2)
j

⌘��

,

если ⇠ ! 0, (1.9)

f8j ⇠= F8�
�1

⇣
�(1)
j

⌘��

;

�1 = �2�

A

1 �1 (↵) ,

F1 = 2FA

1 �1 (↵) , F2 = 2FA

2 �1 (�) ,

F3 = 2FB

3 �1 (↵) , ¯F4 = 2FA

4 �1 (�) ,

F4 = 2FB

4 �1 (�) , F5 = 2FA

5 �1 (↵) ,
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F6 = 2FB

6 �1 (↵) , ¯F7 = 2FA

7 �1 (�) ,

F7 = 2FB

7 �1 (�) , F8 = 2FA

8 �1 (�) .

Если подставить формулы (1.6)–(1.9) в выра-
жения для линейных операторов системы ин-
тегральных уравнений, получим возможность
исследовать асимптотическое поведение ее
левых частей. Таким образом, для определе-
ния характера особенности вспомогательных
функций в окрестности точки A имеем

U (1)
2 (�, y) = U (2)

2 (0, y) ,

⇥

(1)
���
x=�

= ⇥

(2)
���
x̂=0

,

�(1)
11 (�, y) = �(2)

11 (0, y) , y ! ⌘,

�(1)
22 (x, ⌘) = q, f8 + T (1)

⇥

(1)
= 0,

x ! �,

�(2)
22 (x̂, ⌘) = q, f7 + T (2)

⇥

(2)
= 0

x̂ ! 0.

(1.10)

В окрестности точки B получим следую-
щие уравнения:

�(2)
11 (�2, y) = q, f6 + T (2)

⇥

(2)
= 0

y ! ⌘,

�(2)
22 (x̂, ⌘) = q, f7 + T (2)

⇥

(2)
= 0

x̂ ! �2.

(1.11)

После подстановки асимптотических выраже-
ний для коэффициентов Фурье (1.9) в урав-
нения (1.10), (1.11) и суммирования рядов,
учитывая асимптотическую значимость неиз-
вестных функций, получаем следующую од-
нородную систему алгебраических уравнений
для определения параметров локальной осо-
бенности (ПЛО) по напряжениям и темпера-
туре:

�m12 sin
⇡↵

2

�1+

+ 2

⇣
n(1)

+ r21n
(2)
⌘
sin

⇡↵

2

F1 + 2n(1)↵F2+

+ 2n(2)r21↵ ¯F4 = 0,

⇣
n(1)
11 + r12n

(2)
11

⌘
sin

⇡↵

2

�1+

+ 2m12 sin
⇡↵

2

F1 + 2

⇣
1� n(1)↵

⌘
F2+

+ 2

⇣
1� n(2)↵

⌘
¯F4 = 0, (1.12)

✓⇣
n(1)

⌘�1
+ ↵

◆
�1 + 2↵F1 + 2 sin

⇡↵

2

F2 = 0,

✓⇣
n(2)

⌘�1
+ ↵

◆
r12�1+2↵F1+2 sin

⇡↵

2

¯F4 = 0,

4F5 cos
⇡�

2

+ 2F8 + 2

¯F7 = 0,

¯F7 (��) sin
⇡�

2

= 0,

F8 (��) sin
⇡�

2

= 0,

(1.13)

sin

⇡�

2

F3 + �F4 = 0,

�F3 + sin

⇡�

2

F4 = 0,
(1.14)

F6 (��) sin
⇡�

2

= 0,

F7 (��) sin
⇡�

2

= 0.
(1.15)

Здесь использованы обозначения:

m12 =

✓
C(1)
11

�1
+ C(2)

11

�1
◆
,

n(m)
=

C(m)
11 � 1

C(m)
11

, n(m)
11 =

C(m)
11 + 1

C(m)
11

.

Исследование решения СИУ проводится со-
ответственно алгоритму, рассмотренному в
[14] для однородной области, что приводит к
характеристическим уравнениям для опреде-
ления ПЛО: во внешний угловой точке (B) по
напряжениям и температуре � и �, а также во
внутренней точке (A) � ↵ и � соответственно.

Особенность этой системы заключается
в том, что она распадается на четыре ча-
сти. Первые четыре уравнения, объединен-
ные формулами (1.12), содержат неизвестные
�1, F1, F2, ¯F4. Они определяют значение ↵ �
ПЛО по напряжениям в точке A. Пятое, ше-
стое и седьмое уравнения объединяют фор-
мулы (1.13). Они содержат неизвестные F5,
¯F7, F8 и определяют значение � � ПЛО по
температуре в точке A.

Уравнения (1.14) и (1.15) содержат неиз-
вестные F3, F4 и F6, F7 соответственно и опре-
деляют особенность во внешней угловой точ-
ке B � ПЛО по напряжениям и температуре
� и �. При условии существования нетриви-
ального решения уравнений (1.12) и (1.14)
данной системы получим два характеристиче-
ских уравнения для определения параметра
�

�2 � sin

2 ⇡�

2

= 0. (1.16)
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Характеристическое уравнение (1.16) име-
ет один действительный корень �0 = 1,
и бесконечное число комплексных корней,
�
k

= ⌧
k

± i�
k

[14]. Естественно, следует учи-
тывать лишь те комплексные корни, для ко-
торых Re�

k

> 1. Уравнения (1.13) и (1.15)
системы для определения ПЛО � и �, да-
ют основание говорить, что температура не
имеет особенности в угловых и внутренних
граничных точках области, поскольку из дан-
ных уравнений следует, что неизвестные F5,
¯F7, F8 и F6, F7 равны нулю.

ПЛО ↵ по напряжениям в точке A, опре-
деляется из условия существования нетриви-
ального решения системы (1.5)

�

⇣
↵,�(1), µ(1),�(2), µ(2), r21

⌘
= 0. (1.17)

Это уравнение является симметричным от-
носительно упругих констант областей G(m).
Параметр же локальной особенности по на-
пряжениям ↵ играет достаточно важную роль
в прочностном расчёте, поскольку именно он
является определяющим фактором в вопро-
се интенсивности локальной концентрации
напряжений в граничной точке сопряжения
двух разнородных сред A (�; ⌘). Определяя
значения ПЛО как корни характеристическо-
го уравнения, из получаемого множества кор-
ней следует исключить значения, приводящие
к неограниченности энергии. Отметим, что
значение ПЛО зависит от упругих констант
стыкуемых сред.

При определенных соотношениях термо-
упругих свойств материалов стыкуемых об-
ластей уравнение (1.17) имеет вещественный
корень 0 < ↵ < 1, что характеризует возник-
новение локальных особенностей в значениях
напряжений в точке A. Применим для реше-
ния СИУ метод Бубнова–Галеркина, учиты-
вая при выборе координатных функций ха-
рактер особенностей решения. В результате
приходим к бесконечной системе алгебраи-
ческих уравнений с известной асимптотикой
искомых функций, которая определяется кор-
нями уравнений (1.16), (1.17). Приравнивая
определитель этой системы к нулю, получим
частотное уравнение для определения значе-
ний резонансных частот (РЧ), что дает воз-
можность численно исследовать и собствен-
ные формы колебаний.

Таким образом, проведенный аналитиче-
ский анализ влияния температурного поля
на спектр РЧ для кусочно-неоднородной пря-
моугольной области свидетельствует о том,

что это влияние незначительно для рассмат-
риваемых сочетаний геометрических, упру-
гих и температурных параметров, а метод су-
перпозиции в данной интерпретации можно
рассматривать как общий методологический
подход, расширяющий возможности исследо-
ваний НДС составных конструкций.

Акценты на сингулярные сечения кусочно-
неоднородных областей при выполнении чис-
ленного анализа были сделаны не случайно,
поскольку, как показывают результаты экс-
периментальных исследований, наиболее уяз-
вимыми в плане прочности участками состав-
ных областей являются именно границы со-
единений составных частей области, обладаю-
щих различными термомеханическими свой-
ствами.

В качестве величины, определяющей меру
повреждения (прочности), можно использо-
вать энергию термоупругой деформации, сле-
довательно, целесообразно проведение срав-
нительного анализа энергетической характе-
ристики ( ¯E) средней за период, накопленной
во внутренней области сечения детали, для
интегрального описания влияния особенно-
стей волнового поля на вибродинамическое
поведение составных деталей. Данная безраз-
мерная величина вычисляется аналогично [5].

Результаты анализа распределения сред-
ней за период энергии по площади прямо-
угольника, в частности, в особых областях
прямоугольного сечения деталей для различ-
ных форм колебаний отражены в сравнитель-
ной табл. 1, где представлены результаты ана-
литических и численных расчетов для сече-
ний с наплавками различной ширины: узкой �
при �2 = 0,17; средней ширины � при �2 = 0,5;
широкой � �2 = 0,9. Введем обозначения Ti �
титан, Pb � свинец. Тогда каждое из рас-
смотренных сечений приведено для сочетания
материалов Ti–Pb–Ti и Pb–Ti–Pb (сечения
с так называемыми �жесткими� и �мягки-
ми� присоединенными областями, материалы
указаны в порядке чередования для данного
сечения) при наличии и отсутствии влияния
термоупругой составляющей.

На найденных 15-ти собственных часто-
тах авторами исследуется проявление эффек-
тов граничного (�ГР�) и краевого резонанса
(�КР�) для термоупругого (�т�) и упругого
(�у�) сечений. Ярко выраженная ЛКН отме-
чается знаком �+� в соответствующей ячей-
ке таблицы, слабо выраженная ЛКН � �±�.
При отсутствии ЛКН ячейка таблицы остает-
ся пустой. Внешние геометрические размеры
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Таблица 1. Проявление резонанса для различных значений параметра �2

�2 = 0,17 �2 = 0,5 �2 = 0,9

Ti–Pb–Ti Pb–Ti–Pb Ti–Pb–Ti Pb–Ti–Pb Ti–Pb–Ti Pb–Ti–Pb

№
⌦

ГР КР ГР КР ГР КР ГР КР ГР КР ГР КР
т у т у т у т у т у т у т у т у т у т у т у т у

1 ± ± ± ± ± ± ±
2 ± ± ± ± ± + ±
3 ± ± + ± ± ± +

4 ± ± + + + + +

5 + ± ± + + ± + + +

6 + + + + + + + ±
7 + ± ± + ± ± + + + ± ±
8 + ± ± + ± ± + ±
9 + + + + ± + ± +

10 + ± ± + + + + + + +

11 + ± + + ± +

12 ± ± + ± ± + + ± + + ± ± ±
13 ± ± + ± + ± ± ± ±
14 ± + ± ± + ± + + ± ±
15 + + ± + ± + ± ±

исследуемого составного сечения определяет
параметр L = 3,25.

Основываясь на результатах проведен-
ных аналитических и численных исследова-
ний [14], можно сформулировать следующие
выводы относительно особенностей ЛКН в
сингулярных зонах составного сечения обла-
сти.

1. Наличие неоднородности в сечении рез-
ко уменьшает интенсивность краевого резо-
нанса. Это следует из данных табл. 1 и в
дальнейшем подтверждается результатами
программного анализа, представленными на
рис. 1–4 эпюрами распределения энергии по
сечению тела. Он представлен слабо только
при узких �жестких� наплавках и только на
высоких частотах. Наличие же �мягких� на-
плавок резко уменьшает интенсивность крае-
вого резонанса при любых значениях �2.

2. Основные признаки локализации вол-
новых движений наблюдается на меньших
частотах в окрестности границы раздела
сред (граничный резонанс). Наиболее ярко
он представлен при узких �мягких� и широ-
ких �жестких� присоединенных областях. То
есть, как было указано ранее, наличие гра-
ничного резонанса и его интенсивность прямо
пропорционально площади части сечения, за-
нимаемого �жестким� материалом (Ti).

В частности, в подтверждение получен-
ных результатов были проведены расчеты

с использованием программного комплекса
ANSYS. Задачей программного анализа ста-
ла проверка полученной зависимости явления
граничного и краевого резонанса от парамет-
ра �2 для различных сочетаний материалов
термоупругой области. Рассмотрены сечения
с наплавками при �2 = 0,17 для сочетания
материалов Ti–Pb–Ti и Pb–Ti–Pb. Сечение
представляет собой прямоугольную область
G с �жесткими� (�мягкими�) крайними об-
ластями. На найденных 15-ти собственных
частотах проанализируем распределение на-
пряжений и проявление эффектов граничного
и краевого резонанса.

На интенсивность и локализацию, а также
ПЛО напряжений существенное влияние ока-
зывает сочетание материалов. Для области
с сочетанием материалов Ti–Pb–Ti (с �жест-
кими� крайними областями) интенсивность
напряжений гораздо выше на границах обла-
сти при приближении к угловой точке B, что
обосновывает ярко выраженный краевой ре-
зонанс. Так, на рис. 2 изображено распределе-
ние напряжения �

x

вдоль верхней составной
границы сечения (x; ⌘) для восьмой собствен-
ной частоты (часть области G, расположен-
ная в 1-ой координатной четверти). Очевидно,
что �

x

принимает максимальное значение в
угловой точке B на 8-ой собственной часто-
те. На рис. 2 кривыми (1) и (2) обозначены
распределения напряжений �

x

для низких
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Рис. 2. Изменение значений �
x

для некоторых собственных частот вдоль составной границы сечения
(L = 3,25, Ti–Pb–Ti)

собственных частот ⌦1, ⌦2. В данном случае
значительного изменения по длине сечения не
наблюдается. Кривая (8) соответствует 8-ой
собственной частоте.

Рассматривая распределение напряжений
в сечении Pb–Ti–Pb (с �мягкими� внешни-
ми областями) по длине сечения, отметим,
что интенсивность напряжений гораздо вы-
ше на границе раздела центральной �мяг-
кой� и внешней �жесткой� крайней области,
особенно при приближении к точке A, что
обосновывает ярко выраженный граничный
резонанс.

Подтверждением данного факта можно
считать данные рис. 3, 4, на которых изоб-
ражено распределение напряжений �

x

вдоль
границы стыка двух различных материалов
для девятой и десятой собственных частот.
Очевидно, что �

x

принимает максимальное
значение в точке A. Причем, данное явление
наблюдается практически на всех частотах в
большей или меньшей степени.

Уровень �
y

поперечных напряжений изме-
няется аналогично уровню продольных, оста-
ваясь значительно ниже на соответствующих
частотах.

Как и предполагалось, интенсивность ло-
кальной концентрации напряжений в особых
точках сечения напрямую зависит от размера
площади сечения, занимаемой более �жест-
ким� материалом. Если внешние области бо-

лее �мягкие�, имеем признаки граничного
резонанса, если же �жесткие� � слабо выра-
женный краевой резонанс. Результаты анали-
за рис. 2–4 практически полностью совпадают
с данными табл. 1.

Таким образом, для данной работы спра-
ведливы следующие выводы:

1. Наличие неоднородности в сечении рез-
ко уменьшает интенсивность краевого резо-
нанса. Он представлен слабо только при уз-
ких �жёстких� внешних областях и только
на высоких частотах. Наличие же �мягких�
внешних областей резко уменьшает интенсив-
ность краевого резонанса при любых значе-
ниях �2.

2. Основные признаки локализации вол-
новых движений наблюдается на меньших
частотах в окрестности границы раздела
сред (граничный резонанс). Наиболее ярко он
представлен при узких �мягких� и широких
�жёстких� наплавках. Наличие граничного
резонанса и его интенсивность прямо пропор-
ционально площади части сечения, занима-
емого �жёстким� материалом (Ti). Термо-
упругость �смазывает� краевой и граничный
эффекты. Отмечается гораздо меньше частот,
на которых происходит локализация иссле-
дуемых явлений. Например, для (Ti–Pb–Ti,
�2 = 0,5) граничный эффект отмечается на
14-ти частотах, а для термоупругой � на семи.
Аналогично для упругой области (Pb–Ti–Pb,
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Рис. 3. Изменение значений �
x

для девятой частоты вдоль составной границы сечения (L = 3,25,
Pb–Ti–Pb)

Рис. 4. Изменение значений �
x

для десятой частоты вдоль составной границы сечения (L = 3,25,
Pb–Ti–Pb)
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�2 = 0,17) краевой эффект присутствует на
семи частотах, а для термоупругой � на че-
тырёх.

3. Наблюдается гораздо меньшее влияние
геометрии неоднородности на интенсивность
краевого резонанса в упругом и термоупру-
гом расчете. Локализация во внешних угло-
вых точках и на внешней границе сечения
происходит гораздо реже, чем на границе раз-
дела сред.

Выводы и перспективы дальнейших
исследований

Таким образом, метод суперпозиции в
данной интерпретации можно рассматривать
как общий методологический подход, рас-
ширяющий возможности исследований НДС
составных конструкций, что подтверждает-
ся теоретико-экспериментальным анализом и
приведенным решением рассматриваемой свя-
занной задачи термоупругости для кусочно-
неоднородных тел в окрестности нерегуляр-
ных точек или внутренних линий раздела
сред. Для проверки достоверности предло-
женных аналитических методов выполнено
решение отдельных задач, имеющих извест-
ные аналитические решения и эксперимен-
тальные результаты. Адекватность разрабо-
танной методики и численные результаты, по-
лученные в работе с использованием постро-
енных решений граничных задач, сопостав-
лены с численными результатами, получен-
ными при помощи МКЭ в вычислительном
комплексе ANSYS.

Дополнительным контролем достоверно-
сти в каждой рассматриваемой задаче слу-
жила точность удовлетворения граничных
условий и условий сопряжения. Можно утвер-
ждать, что влияние температурного поля
на спектр резонансных частот для кусочно-
неоднородной прямоугольной области незна-
чительно, что и подтверждает проведенный
КЭ анализ для различных сочетаний геомет-
рических, упругих и температурных парамет-
ров двухслойной прямоугольной области: ре-
зонансные частоты, рассчитанные с учетом и
без учета температурного поля, различаются
незначительно.

В анализе прочностных характеристик
учёт ПЛО по напряжениям и влияния темпе-
ратурных эффектов, может оказать положи-
тельное влияние на рекомендации по подбору
материалов, составляющих сечение детали, а
также оптимизировать геометрические пара-
метры составного сечения.

Дальнейшим перспективным направлени-
ем исследований может быть обобщение полу-
ченных результатов на детали с другой фор-
мой сечения, а также содержащие более двух
слоёв неоднородности.
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