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Abstract. Study subclass of the well-known Montel class of regular simple functions, determinated
by additional metric condition. Using the module method in form of general theorem of extreme
partition of the plane on non-overlapping admissible domains, solve the problem of finding
Koebe domain in the pointed class. In terms of moduli domains of extreme partition, which
includes extremal configuration, inner and upper boundary of Koebe domain are described.
These boundaries are determinated by special equations. For points of inner boundary obtained
extreme mapping of the unit disc to the simply connected domain, associated with some quadratic
differential. For upper boundary extremal mappings do not exist, but the boundary can not be
improved.
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Одним из самых эффективных методов
геометрической теории функций является ме-
тод экстремальных метрик [1,2]. В настоящее
время разработаны различные формы этого
метода.

В развитие метода экстремальных мет-
рик, основателями которого были Альфорс и
Берлинг, Дженкинс установил особую роль
квадратичных дифференциалов и, частично
реализовав принцип Тейхмюллера [1], дока-
зал свою знаменитую �Общую теорему о ко-
эффициентах� [1].

Еще одной формой метода экстремальных
метрик является метод модулей семейств кри-
вых или метод модулей. В основе его метода
лежит работа Дженкинса [3]. Существенным
продвижением в развитии этого метода по-
служила монография Кузьминой Г.В. [2], наи-
более общая форма метода модулей получена
Солыниным А.Ю. [4]. Метод модулей реа-
лизует экстремально-метрический принцип,
устанавливающий эквивалентность проблемы
модуля для нескольких семейств кривых за-
даче об экстремальном разбиении римановой
поверхности на неналегающие области опре-
деленного типа. Метод модулей относится к
интенсивно развивающемуся направлению и
применяется также в комбинации с другими
методами теории функций [1, 2, 4–6].

В работе методом модулей изучается под-
класс известного класса Монтеля [5,7]. Через
M(!) обозначен класс регулярных и одно-
листных в круге U = {z : |z| < 1} функций
w = f(z) = a1z+a2z2+ . . . с дополнительным
условием f(!) = !, 0 < ! < 1. Такая норми-
ровка означает, что отображающая функция
этого класса имеет две неподвижные точки.
Это существенно осложняет решение даже
стандартных экстремальных задач. Основ-
ные свойства класса M(!) и связь с классом
S приводятся, например, в [5].

Через M
d

(!) обозначим подкласс функ-
ций w = f(z) из M(!), удовлетворяющих
дополнительному условию

cap f(U) 6 d, d > d0, d0 = exp

⇡

2

K(!)

K 0
(!)

,

K(!), K 0
(!) � эллиптические интегралы 1

и 2 рода соответственно. Здесь capE обозна-
чает логарифмическую емкость континуума
E. Ограничение на величину d0 определяет-
ся леммой Гретша [1] и будет описано ниже.
Рассмотрение классов регулярных функций,
определенных некоторым метрическим усло-
вием, предложена Дженкинсом [1] и получила
дальнейшее развитие в работах [1, 5, 6, 8].

При изучении классов конформных отоб-
ражений одна из главных экстремальных за-
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дач � отыскание константы Кебе, то есть
наибольшего круга U

R

= {w : |w| < R}, со-
держащегося в каждом множестве значений
функции этого класса. В силу нормировки
Монтеля в классе M(!) такая задача заменя-
ется на задачу описания области Кебе.

Определение. Областью Кебе в некото-
ром классе регулярных и однолистных в кру-
ге U функций w = f(z) называют множествоT
f(U).
Пересечение берется по всем функциям

данного класса.
В классе Монтеля область Кебе найдена

Кжишем и Злоткевичем вариационным мето-
дом [7] и методом модулей [5]. В настоящей
работе методом модулей находится внешняя
и внутренняя граница области Кебе в классе
M

d

(!).
Рассмотрим вначале задачу об отыскании

внутренней границы области Кебе в классе
M

d

(!). Для этого введем вспомогательную
экстремальную задачу P1 (tRei'), R > 0,
0 6 t 6 1, 0 6 ' 6 2⇡ об отыскании
max{m (D1) + t2m(D2,1)} в семействе всех
пар неналегающих областей D1, D2. Двусвяз-
ная область D1 ассоциирована с гомотопиче-
ским классом кривых, отделяющих точки 0
и ! от Rei' и 1; D2 � односвязная область,
содержащая 1 и не содержащая точки 0, !,
Rei'. Здесь m(D1) � модуль семейства за-
мкнутых жордановых кривых, разделяющих
граничные компоненты двусвязной области
D1 [1]. Будем называть здесь такой модуль
модулем двусвязной области, а m (D2,1) �
приведенным модулем односвязной области
D2 относительно 1 [1].

При t = 0 решением задачи P1
�
0, Rei'

�
[2]

служит пара {D1,?}, D1 � кольцевая об-
ласть относительно квадратичного диффе-
ренциала [2],

Q (w) dw2
= A

dw2

w(w � !)(w �Rei')
,

logA = �i arg

✓
!2

Rei'
K2

⇣ !

Rei'

⌘◆
.

При t = 1 решением задачи P1(1, Rei') слу-
жит пара областей [1] D1, D2 кольцевая и
круговая относительно квадратичного диф-
ференциала

Q1 (w) dw
2
= � dw2

w(w � !)
,

D1 � внутренность эллипса с фокусами в
точках и !, проходящего через точку Rei', с
разрезом по отрезку [0,!]; D2 � односвязная
область внешность указанного выше эллипса.

При 0 < t < 1 задача P1(tRei') является
частным случаем общей экстремальной зада-
чи о разбиении плоскости на неналегающие
области специального вида [2]. Области D1,
D2, соответственно, кольцевая и круговая от-
носительно квадратичного дифференциала

Q (w) dw2
=

w � c1
w(w � !)(w �Rei')

dw2 . (1)

Нуль квадратичного дифференциала c1 =

= c1 (R,') однозначно определяется услови-
ем [6, 9]: пусть дл

Q

� � длина � в метрике
|Q(w)|

1
2 |dw|, тогда
дл

Q

�1
дл

Q

�2
= t, �1 2 D1, �2 2 D2. (2)

Замечание 1. В работе Кузьминой
Г.В. [9] решена экстремальная задача о разби-
ении плоскости на две неналегающие области
специального вида.

Линейное преобразование w =

!

2 (z + 1)

преобразует экстремальную конфигурацию
задачи из [9] в экстремальную конфигура-
цию D1D2 задачи P1(tRei'). В [9] в терминах
эллиптических функций найдены экстремаль-
ные отображения, модули экстремальных об-
ластей, а также соотношение, определяющее
неизвестный параметр задачи � нуль ассоци-
ированного дифференциала.

Замечание 2. Для определения d0 рас-
смотрим двусвязную область U [!].

Модуль этой двусвязной области

m(U [!]) =
1

4

K
0
(!)

K(!)
.

Рассмотрим двусвязную область, ограни-
ченную эллипсом L0 c фокусами w = 0 и
w = ! и разрезом по отрезку [0,!]. Эллипс
L0 выбираем так, что модуль этой двусвяз-
ной области равен 1

4
K

0
(!)

K(!) . Логарифмическая
емкость эллипса L0 обозначим через d0,

d0 = exp

⇡

2

K
0
(!)

K(!)
.

Точка R0ei', 0 6 ' < 2⇡, лежит на эллипсе
L0.
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Для описания внутренней границы обла-
сти Кебе в классе M

d

(!), а также для постро-
ения экстремальных отображений докажем
следующую лемму.

Лемма 1. Пусть D1D2 � экстремальная
конфигурация задачи

P1
�
1, Rei'

�
, 0 < t < 1, 0 < ' < 2⇡.

Тогда система уравнений
8
>><

>>:

m (D1) =
1

4

K(!)

K 0
(!)

,

m (D2,1) = � 1

2⇡
log d

(3)

имеет единственное решение
⇢
t1 = t1(', d),

R1 = R1(', d).

Доказательство. Величины, входящие в
решение задачи P1(tRei'), являются непре-
рывными функциями входящих в задачу па-
раметров, а также обладают рядом других
дифференциальных свойств [2,4]. Это модули
областей, нуль ассоциированного квадратич-
ного дифференциала, отображающие функ-
ции.

Рассмотрим второе уравнение системы (3).
Пусть R фиксировано, а t непрерывно из-
меняется. Из соотношения (2) имеем: при
t ! 0 величина c = c(t) ! +1, значит
m (D2,1) ! �1.

Пусть теперь t ! 1, тогда по лемме Грет-
ша [1]

m (D2,1) ! � 1

2⇡
log d1, d1 < d0.

Предполагается, что R < R0 из определе-
ния d0. Точка R0ei' лежит на эллипсе, лога-
рифмическая емкость которого d0. Следова-
тельно, существует t = t(R) такое, что второе
уравнение системы (3) верно. Пусть t1 < t2 и
D(k)

1 D(k)
2 , k = 1, 2 � экстремальные конфи-

гурации задач P1(t
k

Rei'), тогда

m(D(1)
1 + t21m

⇣
D(1)

2

⌘
<

< m
⇣
D(1)

1

⌘
+ t22m

⇣
D(1)

2

⌘
<

< m(D(2)
1 + t22m(D(2)

2 ,1).

Из монотонности по t получаем единствен-
ность t = t (R).

Рассмотрим теперь первое уравнение си-
стемы (3).

Пусть t = t (R) уже выбрано. Ес-
ли R ! +1, то m (D1) ! +1; ес-
ли R ! 0, также m (D1) ! 0. В рабо-
те [4] доказана непрерывная зависимость
M

�
t, Rei'

�
= m (D1) + t2m (D2,1) решения

задачи P1
�
t, Rei'

�
от параметров, доказана

также монотонность M
�
t, Rei'

�
при измене-

нии точки Rei' в некоторых множествах [10].
При непрерывном изменении R, R > 0

точка Rei' непрерывно двигается по лучу�
0, ei'1

⇤
. Функция M

�
t, Rei'

�
монотонна по

R, 0 < ' < 2⇡, t = t (R) [10]. Таким образом,
существует и единственно решение системы
(3). Обозначим его через

⇢
t1 = t1(', d),

R1 = R1(', d).

Лемма доказана. ⇤
В теории квадратичных дифференциалов

существует возможность конструктивного по-
строения конформных отображений круго-
вых областей относительно квадратичного
дифференциала на круг и кольцевых обла-
стей относительно квадратичного дифферен-
циала на кольцо [1]. Такие конформные отоб-
ражения в терминах эллиптических функций
найдены в [6, 9].

Пусть D1D2 � экстремальная конфигура-
ция задачи P1

�
1, Rei'

�
, 0 6 ' < 2⇡,

⇢
t1 = t1(', d),

R1 = R1(', d)

� решение системы (3). Через w = f(z'd)
обозначим конформное отображение круга U
с разрезом по отрезку [0,!] на D1 � коль-
цевую область относительно квадратичного
дифференциала (2) так, что f (0,', d) = 0,
f (!,', d) = !. При этом окружность |z| = 1

переходит во внешнюю граничную компонен-
ту D1. По построению функции w = f(z'd)
имеем

m(U [!]) = m(D1),

m (f (U,', d) ,1) = � 1

2⇡
log d.

При отображении функцией w = f(z'd) от-
резок [0,!] переходит в критическую траекто-
рию квадратичного дифференциала Q(w)dw2
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(2), соединяющую точки w = 0 и w = !. Все
точки отрезка [0,!] являются устранимыми
ообыми точками функции w = f(z'd). Следо-
вательно, функция w = f(z'd) аналитически
продолжается на весь круг U и конформно
отображает его на внутреннее замыкание [1]
области D1, так что

f (z,', d) = a1z+ a2z
2
+ . . . , f (!,', d) = !,

m (f (U,', d) ,1) = � 1

2⇡
log d.

Таким образом, f(z'd) принадлежит
классу M

d

(!).
Теорема 1. Пусть w = f (z) 2 M

d

(!),
d > d0. Внутренняя граница граница области
Кебе � =

�
w : w = rei', 0 6 ' < 2⇡

 
задает-

ся уравнением

r = R1('d) и
⇢
t1 = t1(', d),

R1 = R1(', d)

� решение системы (2). Точке R1('d)ei' соот-
ветствует единственная функция f(z'd).

Доказательство. Пусть w = f(z) произ-
вольная функция класса M

d

(!), ' фиксирова-
но, 0 6 ' < 2⇡. Предположим, что некоторая
функция w = f(z) из класса M

d

(!) не при-
нимает такое значения Rei', что R < R1('d).
Считаем при этом, что cap

¯f (U) = d. Если
это не так, требуемое условие достигается
преобразованием растяжения kw, k > 1 и
уменьшением R так чтобы

m(f (U) [!]) =
1

4

K(!)

K ,

(!)
.

Следовательно, конфигурация {f (U) , ¯Cf(U)}
допустима в задаче P1(t1R1ei'), но не экс-
тремальна. Поэтому m(f (U) [!]) < m(D1),
где D1D2 � экстремальная конфигурация
задачи P1(t1R1ei'). Но в силу конформности
отображения w = f(z) имеем

m(f (U) [!]) = m(D1).

Полученное противоречие доказывает
невозможность сделанного предположения.
Теорема доказана. ⇤

Для описания внешней границы об-
ласти Кебе в классе M

d

(!) рассмот-
рим вспомогательную экстремальную зада-
чу P2(tRei') [6, 9], состоящую в отыскании

max{t2m (D1) + m(D2,1)} в семействе всех
пар неналегающих областей D1D2. Двусвяз-
ная область D1 и односвязная область D2
ассоциированы с гомотопическими классами
кривых, определенными в экстремальной за-
даче P1(tRei').

При t = 0 задача P2(0, Rei') является из-
вестной задачей Чеботарева [2] об отыскании
континуума наименьшей емкости, содержа-
щего три точки w = 0, w = !, w = Rei'.
Следуя [2, 5, 6, 9], обозначаем такой конти-
нуум через E(0,!Rei'). Континуум Чебота-
рева E(0,!Rei') представляет собой объеди-
нение замыканий трех критических траек-
торий квадратичного дифференциала (2), в
котором нуль квадратичного дифференциала
c0 = c0(!Rei') единственным образом опре-
деляется условием связности и в терминах
эллиптических функций найден в [2].

Пусть �1, �2, �3 обозначают длины
рассматриваемых критических траекторий
квадратичного дифференциала (2) с нулем
c0 = c0(!Rei') в Q-метрике [1, 2], соединяю-
щих, соответственно, точки w = 0, w = !,
w = Rei' с нулем c0 = c0(!Rei'). Введем
следующее обозначение:

t0 = t0
�
!, Rei'

�
=

�3
�1 + �2 + �3

.

При 0 6 t 6 t0 решением задачи
P2(0, Rei') служит конфигурация {?, D2},
D2 =

¯CE
�
0,!, Rei'

�
[6, 9].

При t = 1 задача P2(1, Rei') совпадает с
задачей P1(1, Rei').

При t0 < t < 1 задача P2(tRei') является
частным случаем общей экстремальной зада-
чи о разбиении плоскости на неналегающе об-
ласти специального типа [2]. Области D1, D2,
соответственно, кольцевая и круговая обла-
сти относительно квадратичного дифферен-
циала (1). Нуль квадратичного дифференциа-
ла c2 = c2(R') определяется из условия [6, 9]

дл
Q

�2
дл

Q

�1
= t, �1 2 D1, �2 2 D2.

Для описания внешней границы области
Кебе в классе M

d

(!) потребуется следующая
лемма, доказательство которой аналогично
доказательству леммы 1.

Лемма 2. Пусть {D1, D2} � экстре-
мальная конфигурация задачи P2

�
t, Rei'

�
,
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t0 < t < 1, 0 6 ' < 2⇡, d > d0. Тогда система
уравнений

8
>><

>>:

m (D1) =
1

4

K(!)

K 0
(!)

,

m (D2,1) = � 1

2⇡
log d

(4)

имеет единственное решение
⇢
t2 = t2(', d),

R2 = R2(', d).

Через w = F (z,', d) обозначим конформ-
ное отображение круга U с разрезом по
отрезку [0,!] на D1 [1] � кольцевую об-
ласть квадратичного дифференциала (1), экс-
тремальную в задаче P2

�
t, Rei'

�
так, что

F (0,', d) = 0, F (!,', d) = !. Окружность
|z| = 1 переходит во внешнюю граничную
компоненту. Также как и для w = f(z!d)
имеем: функция w = F (z!d) конформно отоб-
ражает U на внутреннее замыкание [1] D1.

Используя монотонность решения зада-
чи P2

�
t, Rei'

�
по R при фиксированном '

и экстремальность конфигурации {D1, D2},
получим следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть w = f (z) 2 M
d

(!) d >
> d0. Внешняя граница области Кебе в классе
M

d

(!)�2 = {w : w = rei', 0 6 ' < 2⇡} зада-
ется уравнением r = R2('d),

⇢
t2 = t2(', d),

R2 = R2(', d)

� решение системы (4).

Замечание 3. Можно показать, что в
классе M

d

(!) нет функции, принимающей
значения R2ei' . В то же время величи-
ну R2 = R2('d) нельзя уменьшить. Мож-
но построить последовательность функций,
не принимающих значений, сходящихся к
R2 = R2('d). Подобные рассуждения си-
стематически применялись при изучении
нескольких классов регулярных и однолист-
ных функций [6]. Таким образом, множество
ограниченное кривой �2 является мажорант-
ным для области Кебе в классе M

d

(!).
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