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Abstract. The block element method is considered in mechanics mixed boundary problems for

continuous bodies The approach was induced by Wiener–Hopf method, and its extension to space
case is called integral factorization method and mostly used in applications with the smooth-
boundary areas. In this work the method is used for sectionally smooth boundary areas with corner
points, what requested its development for two- complex-variable functions. Concerned boundary
problems have numerous applications for the tasks of mechanics, theoretical and technical physics.
Created method was tested on a vector contact problem for wedge-shaped stamp, taking place
in the first quadrant. Means of achieving of different solution’s characteristics are described in
details. They are based on convertion of one-dimensional linear integral equation system, typical
to dynamic and static contact problems for stripe-stamps.

Keywords: vector contact problem, system of integral equations, wedge-shaped area, block
element, factorization, approximate values, singular characteristics.

Введение

Интегральный метод факторизации, вос-
ходящий к работам Н. Винера [1], позволил
численно-аналитически исследовать много-
численные смешанные граничные задачи ме-
ханики сплошных сред, математической и тео-
ретической физики [2–6]. Всецело связанный
с факторизацией функций и матриц-функций
одной комплексной переменной метод удалось

приспособить для применения в двумерных
областей с гладкой границей. Так, в моногра-
фии [5] изложены варианты применения ме-
тода факторизации к интегральным уравне-
ниям. Однако в указанной работе этот подход
применяется лишь в одномерных интеграль-
ных уравнениях либо в уравнениях, просто
сводящихся к одномерным. Обобщение мето-
да на пространственные случаи для областей
с гладкой границей изложено в работах [6–10].
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В то же время, к задачам с негладкой грани-
цей этот метод не применялся. В настоящей
работе, по-видимому, впервые рассматривает-
ся этот метод применительно к области типа
клина, как для статических, так и для ди-
намических граничных задач. Простейший
вариант возникает при рассмотрении клино-
видной области с прямым углом, то есть квад-
ранта декартовой системы координат. К чис-
лу важных теоретических приложений фак-
торизационных методов следует отнести их
роль в создании метода блочного элемента
решения граничных задач для уравнений в
частных производных [11]. Имеющий тополо-
гическую основу метод позволяет блоками ре-
шать такие граничные задачи, покрывая всю
область задания граничной задачи. На при-
мере контактных задач отметим некоторые
достоинства метода блочного элемента, при-
меняемого к интегральным уравнениям про-
странственных смешанных граничных задач.
Как правило, на границе области задания
интегрального уравнения контактных задач
происходит смена граничных условий. Так, в
контактных задачах для жесткого штампа �
это переход из области задания перемеще-
ний под штампом, где ставится интегральное
уравнение, в область задания напряжений.
В теории трещин � это противоположный
переход. Метод блочного элемента, в отли-
чие от других подходов, и прежде всего чис-
ленных, позволяет вместе с решением инте-
грального уравнения одновременно получать
данные о значениях физических параметров
смешанной задачи также и вне зоны зада-
ния интегрального уравнения. В контактных
задачах � определить поведение перемеще-
ний в области вне штампа. Ниже рассмат-
ривается система интегральных уравнений
смешанной граничной задачи в области кли-
на, занимающего в плане первый квадрант
декартовой системы координат. Такие инте-
гральные уравнения возникают в задачах о
действии клиновидного штампа на многослой-
ную среду при условии жесткого сцепления
штампа со средой или наличия лишь каса-
тельных напряжений в области контакта, в
частности, возникающие в контактных зада-
чах ползучести [2–4], а также в задачах о пове-
дении трещины клиновидной в плане формы
в многослойной области, о тонкостенном по-
крытии указанной формы на многослойном
основании, о поведении плавающей льдины
клиновидной в плане формы, в смешанных

граничных задачах, описывающих поведение
холодной плазмы в указанной области, а так-
же в других смешанных задачах.

1. Постановка задачи

Ниже блочный метод применяется к ранее
не исследовавшемуся типу систем интеграль-
ных уравнений
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Интегральное уравнение можно предста-
вить в форме
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Элементы матрицы-функции K(↵,�) предпо-
лагается мероморфными по обоим комплекс-
ным переменным, нулевые и полярные мно-
жества элементов которой представляют ана-
литические кривые двух комплексных пере-
менных с поведением на бесконечности вида

K(↵,�) = O(↵�1

), � = const;

K(↵,�) = O(��1

), ↵ = const, ↵,� ! 1.

Предполагается, что полярные множества
элементов матрицы-функции разрешимы от-
носительно параметров и представимы в виде
↵n = ↵n(�), �n = �n(↵). То же относится к
определителю матрицы-функции. В динами-
ческих смешанных граничных задачах конеч-
ное число полюсов могут быть вещественны-
ми [6]. Контуры �

1

, �
2

лежат на веществен-
ной оси комплексных плоскостей ↵,� всюду,
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кроме зон появления на вещественных осях
вещественных полюсов элементов матрицы-
функции K(↵,�). В этом случае в достаточно
узких зонах вещественных осей они отклоня-
ются в комплексную плоскость, обходя по-
люса. Контуры выбираются таким образом,
чтобы в случаях гармонических по времени
смешанных граничных задач была бы фи-
зически оправданная постановка граничных
задач � на бесконечности должен правиль-
но выполняться принцип излучения, состоя-
щий в направленности фазовых скоростей на
бесконечность для нормальных материалов
и из бесконечности � для мезоматериалов
электроники [6]. В первом случае в первом
квадранте вещественные полюса элементов
символа K(↵,�) обходятся контурами сверху,
если при переходе к комплексным амплиту-
дам принята функция exp(�i!t), ! � частота
колебаний, t � время. Во втором случае об-
ход в первом квадранте осуществляется снизу.
Особое место занимает случай обратных фа-
зовых скоростей, описанный в [6]. Во втором
квадранте положение контуров противопо-
ложное. Следует заметить, что исследованию
интегрального уравнения указанного типа,
посвящен ряд работ, связанных с выделением
особенностей решения в угловой точке [9, 12].
Решение указанного типа систем интеграль-
ных уравнений и ему подобных имеет важные
применения в фундаментостроении, сейсмоло-
гии, в устройствах элементной базы электро-
ники, при изучении смешанных граничных
задач о поведении плазмы в разных состоя-
ниях и в ряде других важных технических
областях.

2. Свойства интегрального уравнения

Для исследования системы интегральных
уравнений методом блочного элемента вве-
дем в рассмотрение следующий набор блоч-
ных элементов ⌦mn, m,n = 1, 2. Второй и
четвертый квадранты обозначены ⌦

12

и ⌦

21

соответственно, а третий � ⌦

22

. Этими же ин-
дексами будем обозначать и вектор-функции,
для которых заданные области являются но-
сителями. Первый квадрант будем обозна-
чать ⌦. Ниже условимся в следующих обо-
значениях. Чтобы избежать многочисленных
применений символа оператора преобразова-
ния и обращения Фурье, в дальнейшем для
преобразований Фурье вектор-функций, обо-
значенных строчными буквами, будем приме-
нять их же прописные буквы, например, для

k(x, y), f(x, y),'(x, y) преобразования Фурье
будут K(↵,�),F(↵,�),�(↵,�) соответствен-
но. В дальнейшем придется осуществлять опе-
рации факторизации вектор-функций в виде
суммы и произведения. Эти операции будут
осуществляться над вектор-функциями, зави-
сящими от двух комплексных переменных ↵ и
�. При выполнении операции факторизации
в виде суммы буду использоваться принятые
в [6] обозначения с применением фигурных
скобок. Так, если факторизуется в виде сум-
мы некоторая вектор-функция G(↵,�) по па-
раметру ↵ относительно контура �

1

, то век-
тор -функции, получаемые в результате этой
операции, обозначаются формулами

G(↵,�) = {G(↵,�)}+↵ + {G(↵,�)}�↵ . (2.1)

Первая справа вектор-функция регулярна в
комплексной плоскости выше контура �

1

, а
вторая � ниже этого контура. В том случае,
если вектор-функции подвергаются фактори-
зации и по параметру �, эти факторизован-
ные вектор-функции обозначаются следую-
щим образом:
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Если вектор-функции имеют индексы, напри-
мер, соответствующие квадрантам, являю-
щимся их носителями вектор-функций, то
для результатов факторизации обозначения
вводятся по правилу, согласно которому ин-
дексы следуют за символами факторизации,
то есть
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Ниже приводятся выражения операторов,
осуществляющих факторизацию в виде сум-
мы [3]

{G(↵,�)}+↵ =

1

2⇡i

Z

�1

G(⇠,�)

⇠ � ↵
d⇠, ↵ > �

1

,

{G(↵,�)}�↵ = � 1
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Z
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⇠ � ↵
d⇠, ↵ < �

1

.

Неравенства, следующие за интегральными
выражениями, указывают на расположение
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параметра ↵ выше контура �

1

(первый слу-
чай) или ниже контура �

1

(второй случай).
Факторизация матриц-функций в виде про-
изведения имеет вид

K(↵,�) = K
+↵(↵,�)K�↵(↵,�),

K(↵,�) = K
+�(↵,�)K��(↵,�).

(2.2)

Метод факторизации матриц-функций
намного сложнее. Подходы к факторизации
разработаны и изложены в [6] для широ-
кого спектра матриц-функций. Треуголь-
ные и функционально-коммутативные мат-
рицы-функции можно факторизовать по
известным формулам. Так, если матрицы-
функции оказываются функционально-
коммутативные по первому параметру, то
есть K(↵,�)K(�,�) = K(�,�)K(↵,�), то
применив функции логарифма от матриц-
функций, можно факторизовать их по фор-
мулам [6]

K(↵,�)
+↵(↵,�) =

= exp

1

2⇡i

Z
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Z
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.

Другие условия, налагаемые на матрицы-
функции при применении формул факториза-
ции в виде суммы или произведения достаточ-
но детально описаны в литературе, например,
в [5, 6] и здесь не приводятся.

3. Метод блочного элемента для
системы интегральных уравнений

Исследование системы интегральных
уравнений (1.1) осуществляем традиционным
для интегрального метода факторизации под-
ходом [6, 8, 11]. Для этого эквивалентно по-
гружаем систему интегральных уравнений в
компактное топологическое пространства ана-
литических многообразий, а попросту попол-
няем его новыми неизвестными функциями,
чтобы покрыть всю плоскость, гомеоморф-
ную сфере, и применим двойное преобразова-
ние Фурье. Для этого запишем систему (1.1)

в виде

1

4⇡2

Z
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Z
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K(↵,�)Q(↵,�)e�i(↵x+�y)
d↵ d� =

= f(x, y) +'
12

(x, y) +'
21

(x, y)+

+'
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(x, y). (3.1)

Здесь введенная неизвестная вектор-функция
'

12

(x, y) имеет носитель во втором квадран-
те, '

21

(x, y) � в четвертом, '
22

(x, y) � в тре-
тьем.

После применения преобразования Фурье
продолженная система интегральных уравне-
ний (3.1) принимает, с учетом сказанного в
первом пункте, вид

K(↵,�)Q(↵,�)��
12

(↵,�)��
21

(↵,�)�
��

22

(↵,�)� F(↵,�) = 0. (3.2)

Таким образом, получено некоторое соотно-
шение аналитических многообразий и задача
состоит в том, чтобы, приравнивая нулю со-
вокупности однотипных компонент этих мно-
гообразий, построить соотношения, позволя-
ющие получить решение Q(↵,�) системы ин-
тегральных уравнений. Инструментом для
решения этой задачи является факториза-
ция, позволяющая выявлять однотипные ком-
поненты. Осуществляя комплекс действий с
использованием соотношений факторизаций
(2.1), (2.2), получаем основной результат ис-
следования, состоящий в том, что решение
q(x, y) интегрального уравнения представимо
в форме

q(x, y) =
1

4⇡2

Z

�1

Z

�2

Q(↵,�)e�i(↵x+�y)
d↵ d�,

где функция Q(↵,�) имеет вытекающий из
(3.2) вид

Q(↵,�) = K�1

(↵,�)
h

F(↵,�)+�+�
�↵12(↵,�)+

+�+�
↵�21(↵,�) +���

↵�22(↵,�)
i

. (3.3)

Функции �+�
�↵12(↵,�), �

+�
↵�21(↵,�) находятся

из системы двух одномерных интегральных
уравнений, аналогичных получаемым для по-
лосового штампа [6, 8, 9]

�+�
�↵12 +

⇢

K�↵

n

K�1

�↵�
+�
↵�21

o�

↵

�

+

�

=

= �
n

K�↵
�

K�1

�↵F(↵,�)
 �
↵

o

+

�
, (3.4)
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�+�
↵�21 +

⇢

K��

n

K�1

���
+�
�↵12

o�

�

�

+

↵

=

= �
⇢

K��

n

K�1

��F(↵,�)
o�

�

�

+

↵

. (3.5)

После этого вектор-функция ���
↵�22(↵,�) бе-

рется в одной из эквивалентных форм и вы-
ражается через найденные функции

���
�↵22 = �

n

K�↵
�

K�1

�↵F(↵,�)
 �
↵

o�

�
�

�
⇢

K�↵

n

K�1

�↵�
+�
↵�21

o�

↵

��

�

,

���
↵�22 = �

⇢

K��

n

K�1

��F(↵,�)
o�

�

��

↵

�

�
⇢

K��

n

K�1

���
+�
�↵12

o�

�

��

↵

.

Приведенные формулы с учетом интегралов
факторизации создают видимость сложно-
сти вычислений интегралов, требуемых для
решения системы уравнений и нахождения
неизвестных функций. Однако во многих сме-
шанных граничных задачах участвующие в
представлении решений функции являются
мероморфными, что позволяет методом тео-
рии вычетов осуществлять вычисление инте-
гралов. Более того, в результате вычислений
интегралов получаются системы линейных
алгебраических уравнений, доступные для
численного решения, если известны нули и
полюса мероморфных функций, аналогичные
изученным в [6, 8, 9].

4. Исследование свойств решения
системы интегральных уравнений и

граничной задачи

Предположив, что имеют место характер-
ные свойства поведения символа K(↵,�) си-
стемы интегральных уравнений многих гра-
ничных задач для многослойной изотропной
или анизотропной среды и контакта штампа
с трением или без него в виде

K�↵(↵,�) = O(↵�✓1
),

K��(↵,�) = O(↵�✓2
),

0 < ✓m < 1, |↵| ! 1

и приняв, что абсолютно суммируемая в пер-
вом квадранте функция f(x, y) дважды непре-
рывно дифференцируема, получаем, что опе-
ратор системы (3.4), (3.5) ограничен в про-
странстве функций, непрерывных с неко-
торым степенным весом на контурах �m,
m = 1, 2 [6].

Это позволяет исследовать свойства ре-
шения системы интегральных уравнений в
первом блоке – первом квадранте и поведение
поверхности в остальных блоках � квадран-
тах. Покажем, что построенное решение обла-
дает характерными свойствами, присущими
решениям контактных задач, полученными в
более простых областях, которые аналогичны
зонам рассматриваемого квадранта. Такими
зонами можно назвать зону, удаленную от
границ области контакта и зоны на границе
области контакта.

1. Перепишем соотношение (3.3) в следу-
ющем виде

q(x, y) =

=

1

4⇡2

Z

�1

Z

�2

K�1

(↵,�)
h

F (↵,�)+�+�
�↵12(↵,�)+

+�+�
↵�21(↵,�)+���

↵�22(↵,�)
i

e�i(↵x+�y)
d↵ d�,

0 < x, y < 1.

Устремив в правой части x и y к бесконечно-
сти в окрестности биссектрисы угла первого
квадранта, в силу теоремы Римана–Лебега
для интегралов Фурье приходим к оценке

q(x, y) ⇡
 

1

4⇡2

Z

�1

Z

�2

K�1

(↵,�)F(↵,�)⇥

⇥ e�i(↵x+�y)
d↵ d�

!

[1 + o(1)] .

Таким образов, вдали от границ решение ин-
тегрального уравнения стремится к вырож-
денному, которое дается решением уравнения
свертки в предположении, что уравнение за-
дано во всей плоскости [6].

2. Для исследования свойств решения на
границах штампа, используя приведенные
выше формулы факторизации и формулы
представления операторов системы уравне-
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ний (3.4), (3.5), имеем следующие оценки:

�+�
�↵12 +

⇢

K�↵

n

K�1

�↵�
+�
↵�21

o�

↵

�

+

�

=

= �
n

K�↵
�

K�1

�↵F(↵,�)
 �
↵

o

+

�
,

n

K�1

�↵�
+�
↵�21

o�

↵
= G�

↵ (↵, ⇠),

⇢

K�↵

n

K�1

�↵�
+�
↵�21

o�

↵

�

+

�

=

=

1

2⇡i

Z

�2

K�↵(↵, ⇠)
G�

↵ (↵, ⇠)

⇠ � �
d⇠ = O(↵�✓1

),

K�1

(↵,�)

⇢

K�↵

n

K�1

�↵�
+�
↵�21

o�

↵

�

+

�

=

= O(↵1�✓1
),

q(x, y) ⇠

⇠ 1

2⇡

Z

�1

K�1

(↵,�)

⇢

K�↵

n

K�1

�↵�
+�
↵�21

o�

↵

�

+

�

⇥

⇥ e�i↵x
d↵ = O(x�✓1

),

x ! 0, y > 0,

�+�
↵�21 +

⇢

K��

n

K�1

���
+�
�↵12

o�

�

�

+

↵

=

= �
⇢

K��

n

K�1

��F(↵,�)
o�

�

�

+

↵

,

n

K�1

���
+�
�↵12

o�

�
= G�

� (⇠,�)m

⇢

K��

n

K�1

���
+�
�↵12

o�

�

�

+

↵

=

=

1

2⇡i

Z

�1

K��(⇠,�)
G�

� (⇠,�)

⇠ � ↵
d⇠ = O(��✓2

),

↵ > �

1

,

K�1

(↵,�)

⇢

K��

n

K�1

���
+�
�↵12

o�

�

�

+

↵

=

= O(�1�✓2
),

q(x, y) ⇠

⇠ 1

2⇡

Z

�2

K�1

(↵,�)

⇢

K��

n

K�1

���
+�
�↵12

o�

�

�

+

↵

⇥

⇥ e�i�y
d� = O(y�✓2

),

y ! 0, x > 0.

Из полученных оценок следует, что на гра-
ницах клиновидного штампа имеет место
неограниченный рост контактных напряже-
ний, детально исследованных для разных
условий контакта штампа со средой в [9, 12].

В этих же работах изучено поведение кон-
тактных напряжений в окрестности угловой
точки штампа, которое описывается форму-
лой (x2 + y2)�0,5� , x, y ! 0.

3. Исследование свойств решения смешан-
ной граничной задачи на поверхности вне
штампа осуществляется оценкой поведения
функций в остальных блоках. Для этого ис-
пользуются следующие построения

'
12

(x, y) ⇠

⇠ 1

8⇡3i

Z

�1

Z

�2

1
Z

�1

K�↵(↵, ⇠)
G�

↵ (↵, ⇠)

⇠ � �
d⇠⇥

⇥ e�i(↵x+�y)
d↵ d�,

K�↵(↵, ⇠) =
X

n

Cn(⇠)

↵� ↵n(⇠)
, Im↵n > 0,

'
12

(x, y) = O(e�i↵n0x
),

Re(�i↵n0) > 0, Im(�i↵n0) 6 0,

�1 < x < 0, y > 0, x ! �1,

'
21

(x, y) ⇠

⇠ 1

8⇡3i

Z

�1

Z

�2

1
Z

�1

K��(⇠,�)
G�

� (⇠,�)

⇠ � ↵
d⇠⇥

⇥ e�i(↵x+�y)
d↵ d�,

K��(⇠,�) =
X

n

Sn(⇠)

� � �n(⇠)
, Im�n � 0,

'
21

(x, y) = O(e�i�n0y
),

Re(�i�n0) > 0, Im(�i�n0) 6 0,

�1 < y < 0, x > 0, y ! �1.
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Из полученных оценок вытекает следующее.
Если рассматривается статическая граничная
задача, то во втором и четвертом квадрантах
при вдавливании штампа положение поверх-
ности экспоненциально стремится к невозму-
щенному состоянию при удалении от границ
первого квадранта в бесконечности второго
и четвертого. В случае динамической гранич-
ной задачи о вибрации штампа во втором и
четвертом квадрантах возникают волны, ухо-
дящие от границ штампа на бесконечность с
фазовыми скоростями �!↵�1

n0 и �!��1

n0 соот-
ветственно, для случаев Im↵n0 = Im�n0 = 0

и нормального материала среды, то есть для
случаев совпадения направлений групповых
и фазовых скоростей. Для остальных, ком-
плексных, полюсов мероморфных функций
добавок к убегающим волнам экспоненциаль-
но стремится к нулю при удалении координат
на бесконечность. В третьем квадранте при
x, y ! �1 присутствуют оба типа описанных
волн.
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